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ПРО ВТОРИННИЙ СПЕКТР МОДУЛІВ 

 
Розглянуто вторинні модулі над асоціативними кільцями та наведено основні 
їх властивості. Також встановлено взаємозв’язки вторинних модулів із інши-
ми типами: нетеровими, ін’єктивними, плоскими та подільними. 
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Вступ. Спектри кiлець та модулiв перебувають у полi зору багатьох ма-

тематиків, оскільки дають можливiсть скористатися засобами геометричної 
iнтуїцiї для дослiдження абстрактних кiлець та модулiв. В останнi десяти-
лiття з’явилося багато узагальнень поняття первинного iдеалу як для неко-
мутативних кiлець, так i для модулiв. Спочатку згадаємо iсторiю розвитку 
поняття первинного модуля. Першу згадку про такi модулi можна знайти в 
статтi Р. Джонсона [15], незалежно з ним первиннi модулi ввiв та дослiджу-
вав В. Андрунакiєвич [4]. Деякi модифiкацiї поняття первинного модуля чи 
пiдмодуля можна знайти у працях Е. Феллера та Е. Своковскi [14], Г. Кара-
каса [16], С. Пейджа [21], Р. Вiсбауера [23] та Й. Даунса [13]. Сьогоденний 
потiк публiкацiй, де розглядають тi чи іншi поняття первинного модуля чи 
первинного підмодуля, стрiмко зростає. Це свiдчить про важливiсть цих по-
нять та пiдтверджує iнтенсивнiсть пошуку найвдалішого з них, котре дало б 
можливість сформулювати та довести аналоги найважливiших фактiв кла-
сичної алгебричної геометрiї. 

Дослiдження первинних модулiв та пiдмодулiв природно призвело до 
виникнення похiдних понять цих алгебричних структур, таких, зокрема, як 
модулi та пiдмодулi. У 2001 р. Ясеммi в статтi [24] ввiв поняття вторинного 
пiдмодуля, як дуальне до первинного. Пiзнiше, у 2008 р., його узагальнив 
Аннiн у статтi [5] для модулiв над довiльними асоцiативними кiльцями, де 
вториннi модулi називав "ко-первинними модулями". Бiльше iнформацiї про 
вториннi модулi та пiдмодулi можна знайти у працях [6, 7, 11, 12, 24]. 

1. Термінологія та попередні відомості. Нехай R – асоціативне кільце з 
одиницею і нехай M – лівий R-модуль. Той факт, що N є підмодулем M, 
позначатимемо N ≤ M. 

Розглянемо рiзнi пiдходи до визначення понять "вторинний модуль" та 
"вторинний пiдмодуль". 

Означення 1. Лiвий R-модуль M називають вторинним, якщо M ≠ 0 i 
( ) ( / )R RAnn M Ann M N  для кожного власного пiдмодуля N ≤ M. 

Це означення подав Ясеммi [24] для комутативного випадку. Узагаль-
нення для модулiв над довiльними асоцiативними кiльцями подав Аннiн [5], 
проте такi модулi називав "ко-первинними", а також навів i означення вто-
ринного пiдмодуля: 

Означення 2. Пiдмодуль N лiвого R-модуля M називають вторинним 
пiдмодулем, якщо вiн сам по собi є вторинним модулем. 

Інше означення вторинного пiдмодуля можна подати так. 
Означення 3. Ненульовий пiдмодуль N лiвого R-модуля M називають 

вторинним, якщо N та усi його ненульовi гомоморфнi образи мають той самий 
анулятор у кiльцi R. 

Це означення взято зі статтi Цекена [10], який дослiджував загальнi 
властивостi вторинних пiдмодулiв та їх взаємозв’язки iз первинними. Оче-
видно, що, систематично вивчаючи вторинні модулi та підмодулі, автори 
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знаходили новi пiдходи до означення об’єктiв. До прикладу, Ансарi–Торохi 
та Фаршадiфар у статтi [6] ввели такi означення. 

Означення 4. Ненульовий пiдмодуль N лiвого R-модуля M називають 

вторинним, якщо для кожного a R , гомоморфiзм aN N , котрий дiє як 
n an , є або сюр’єктивним, або нiльпотентним. 
Вiдповiдно: 
Означення 5. Лiвий R-модуль M називають вторинним, якщо вiн є 

вторинним пiдмодулем сам у собi. 
Означення 6. Пiдмодуль N лiвого R-модуля M називають вторинним, 

якщо ( ) ( / )RAnn M W M N ,  ( / ) |W M N a R ендоморфізм на /M N , 

котрий дiє як k ak , не є сюр’єктивним, де  /k M N }. 
Це означення узяте зi статтi Абухiлаiла [2]. 
Прикладами вторинних модулів та підмодулів можуть бути прості 

модулі, раціональні числа як модуль над кільцем цілих чисел є простим 
модулем, кожен векторний простір M над полем R є вторинним R-модулем. 

2. Властивості вторинних модулів та підмодулів 
Твердження 1. Нехай M – мультиплiкацiйний модуль над асоцiативним 

кiльцем R i нехай S − мультиплiкативно замкнена пiдмножина кiльця R. 
Якщо всi елементи S дiють бiєктивно на M, то M є вторинним R-модулем 

тодi i лише тодi, коли 1S M є вторинним 1S R -модулем. 

Доведення .  Найперше покажемо, що 
 1
1 1( ) ( ( ))RS R

Ann S M S Ann M . 

Очевидно, що 
  1
1 1( ( )) ( )R S R

S Ann M Ann S M . Нехай 
 1
1/ ( )

S R
r s Ann S M , 

де r R , s S . Тодi  0
1
m r

s
 для кожного m M  i тому  0mrt  для деякого 

елемента t S . За нашою гiпотезою, введеною на S, отримаємо, що  0mr . 

А це означає, що  ( )Rr Ann M , тому  1/ ( ( ))Rr s S Ann M .    

Твердження 2. Нехай M – вторинний модуль над асоцiативним кiльцем 
R i нехай S − мультиплiкативно замкнена пiдмножина кiльця R. Тодi SM є 

вторинним SR -модулем. 
Доведення очевидно випливає iз попереднього твердження. 
Наслiдок 1. Нехай M – скiнченно-породжений R-модуль i нехай S – 

мультиплiкативно замкнена пiдмножина кiльця R. Якщо M є вторинним R-
модулем, то SM  є SP -вторинним SR -модулем. 

Доведення .  Оскiльки M є P-вторинним модулем, то M є вторинним i 
( )RAnn M P . Тому, за твердженням 2, SM  є вторинним SR -модулем. Тепер 

нехай  ( ) (0 : )RAnn M M P , тобто (0 : )S SM P , i за працею [22], 

(0 : )S S SM P . Отже, ( )
SR S SAnn M P . Тому SM  є SP -вторинним SR -мо-

дулем.    
Теорема 1. Нехай M – лiвий вторинний R-модуль, N − ненульовий 

класично-первинний R-пiдмодуль M. Тодi N є вторинним пiдмодулем. 

Доведення .  Нехай r R . За означенням вторинностi:  0nr M  для 

деякого елемента n N , а отже,  0n nr N r , тому r є нiльпотентним 
елементом в N. Припустимо, що r дiлить N. Нехай n N . Тому n rRm  для 
деякого елемента m M . Можемо припустити, що 0 rRm . Отже, 
 0 rRm N , звiдки за класичною первиннiстю N отримуємо той факт, що 
m M . Тому rN N , що i слiд було довести.    
Теорема 2. Нехай M – лiвий R-модуль над асоцiативним кiльцем. Такi 

твердження еквiвалентнi: 
1. M − вторинний R-модуль. 
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2. ( ) ( / )R RAnn M Ann M N  для кожного власного iнварiантного пiдмо-
дуля N модуля M. 

Доведення .  (1) ⇒ (2) є очевидним за означенням вторинного модуля. 
(2) ⇒ (1). Щоб довести, що M є вторинним R-модулем, припустимо, що 
( / ) ( )R RAnn M N Ann M  для деякого власного пiдмодуля N M . Нехай 

 ( / )RI Ann M N . Тодi ( )RI Ann M  та IM N . Проте IM є iнварiантним 

пiдмодулем, оскiльки для довiльного  ( )f End M ,  ( ) ( )f IM If M IM . Отже, 

 ( / ) ( )R RI Ann M IM Ann M . А це протирiччя.    
Твердження 3.  
1. Довiльний простий модуль є мультиплiкацiйним. 
2. Якщо M є мультиплiкацiйним вторинним R-модулем, то M є простим 

модулем. 
Доведення .  Нехай M є вторинним R-модулем, тобто 

( ) ( : )RAnn M N M  для кожного власного пiдмодуля N з M. А отже, 

  ( ( )) ( : )RAnn M M N M M . Тому  (0) ( : )N M M . Проте модуль M є мульти-

плiкацiйним, тому  ( : )N M M N , а отже,  (0)N . Звiдси випливає, що M є 
простим R-модулем.   

Твердження 4. Нехай M – мультиплiкацiйний R-модуль. Розглянемо 
такi твердження:  

1. M є вторинним R-модулем. 
2. ( ) ( : )RAnn M x M  для кожного такого елемента x M , що ( )x  є 

власним пiдмодулем модуля M. 
3. Для кожного iдеалу I кiльця R i для кожного елемента x M , з того, 

що ( )x  є таким власним пiдмодулем модуля M, що  / ( ) ( )I M x x , 
випливає, що  (0)I  або  (0)IM . 

Тодi (1) ⇒ (2) ⇔ (3). 
Доведення .  (1) ⇒ (2) є очевидним за означенням вторинного модуля. 
(2) ⇒ (3) Нехай  / ( ) ( )I M x x  i припустимо, що  0I . Тодi  ( )IM x , 

тобто  ( : )I x M  i тому  ( )RI Ann M . А отже,  (0)IM . 

(3) ⇒ (2) Нехай  ( : )r x M , де x M  та ( )x  є власним пiдмодулем 

модуля M. Тодi  ( ) / ( )Rr Ann M x , тобто  ( ) / ( ) 0r M x . А отже, або  0r , 

або ( ) (0)r M . Звiдси випливає, що  ( )Rr Ann M .    

Твердження 5. Нехай M – скiнченно-породжений мультиплiкацiйний 
модуль над асоцiативним кiльцем R. M є вторинним R-модулем тодi i лише 
тодi, коли ( ) ( : )RAnn M P M  для кожного первинного пiдмодуля P модуля M. 

Доведення .  (⇒) Очевидне за доведеними вище властивостями вто-
ринних модулiв. 

(⇐) Нехай N – власний пiдмодуль модуля M. Оскiльки M є скiнченно-
породженим мультиплiкацiйним R-модулем, то за працею [17] iснує такий 
максимальний пiдмодуль P модуля M, що  N P M . Окрiм того, такий 
максимальний пiдмодуль P є ще й первинним. Отже, ( : ) ( : )N M P M . Проте, 

за припущенням ( : ) ( )P M Ann M , тобто ( : ) ( )RN M Ann M . А отже, 

( ) ( : )RAnn M N M .    

Наслiдок 2. Нехай M – R-модуль i нехай I – такий iдеал кiльця R, що 
 ( )RI Ann M . Тодi M є вторинним R-модулем тодi i лише тодi, коли M є 

вторинним /R I -модулем. 
Означення 7. Модуль M називають P-вторинним, якщо M є вторинним 

модулем i ( )RAnn M P  для деякого первинного пiдмодуля P модуля M. 
Твердження 6. Нехай N – такий ненульовий власний пiдмодуль R-мо-
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дуля M, що  rM N rN  для кожного елемента r R . M є P-вторинним  
R-модулем тодi i лише тодi, коли N та /M N  є P-вторинними R-модулями. 

Доведення .  За означенням, якщо M є P-вторинним R-модулем, то M 
є вторинним модулем i ( )RAnn M P  для деякого первинного пiдмодуля 

модуля M. Отже, за наслідком 14 [3], модуль /M N  є вторинним. Оскiльки 

 ( ) ( / )R RP Ann M Ann M N , то /M N  теж є P-вторинним модулем. Дове-
демо, що N є P-вторинним модулем. Оскiльки модуль M є вторинним 
модулем, то за означенням вторинного модуля, для довiльного елемента 
r R ,  0r  або  0rM , або rM M . Якщо rM M , то  rM N N . Проте, 

оскiльки за даними теореми  rM N rN , то  0rM . Якщо rM M , то 
 rM N N . Проте, за даними теореми,  rM N rN , тому rN N , тобто N 

є вторинним модулем. 
Тепер доведемо, що N є P-вторинним модулем, тобто покажемо, що 

  ( )RN P Ann M . Очевидно, що ( ) ( )R RAnn M Ann N . Нехай  ( )Rr Ann N , 
тобто  0rN . Якщо  0rM , то все доведено, а якщо rM M , то  rM N N
. Але  rM N rN  (за даними теореми). Отже, rN N , а за доведеним вище, 

 (0)N  – суперечнiсть. Навпаки, якщо N i /M N  є P-вторинними модулями, 

тодi  ( )RP Ann N  i  ( / )RP Ann M N . Iншими словами, rN N  i 

 / /r M N M N  для кожного елемента r P  (це за тим фактом, що якщо i 
N i /M N  є P-вторинними, то вони найперше є вторинними модулями). 
Доведемо, що M є P-вторинним модулем. Очевидно, 

  ( ) ( ) ( / )R R RAnn M Ann N Ann M N P . Нехай r P , тому  0rN  і rM N
. Отже,  rN N rM , але  rM N rN . Тому   0rM rN . Отже, 
 ( )Rr Ann M , а тому  ( )RP Ann M  (що i треба було довести). Нехай 

  ( )Rr P Ann M  i нехай m M . Тодi    / /m N M N r M N . А отже, 

  ( ' )m N r m N для деякого 'm M . Звiдси   'm rm N rN , тому 

 'm rm rn  для деякого елемента n N  i тому   ( ' )m r m n rM . Звiдси ви-
пливає, що M rM  для кожного r P , тому M є P-вторинним модулем.    

Наслiдок 3. Нехай M – модуль над регулярним (за Нейманом) кiльцем 
R i нехай N − його пiдмодуль. Модуль M є P-вторинними тодi i лише тодi, 
коли i N i /M N  є P-вторинними R-модулями. 

Доведення .  Оскiльки R − регулярне за Нейманом кiльце, то для 
кожного елемента r R ,  rM N rN . Потрiбний результат випливає iз 
попереднього твердження.    

Твердження 7. Нехай N – такий скiнченно-породжений пiдмодуль R-
модуля M, що ( ) ( )R RAnn N Ann M . Якщо N є вторинним R-модулем, то M 
теж є вторинним R-модулем. 

Доведення .  Нехай r R  і  ( )Rr Ann M . Оскiльки N є вторинним мо-

дулем і ( ) ( )R RAnn M Ann N , то rN N . Проте N є скiнченно-породженим 

пiдмодулем, то за працею [19] iснує такий елемент 'r R , що  (1 ') 0rr N . 

Отже,  (1 ') 0rr M , а тому M rM . Звiдси випливає, що M є вторинним 
модулем.    

Твердження 8. Нехай N − скiнченно-породжений пiдмодуль модуля M i 
( )RAnn M  є первинним iдеалом кiльця R. Якщо N є вторинним модулем, то 

( ) ( : )R RAnn M N M . 

Доведення .  Нехай  ( : )Rr N M , тодi rM N  (за означенням). Оче-

видно, що або  ( )Rr Ann N , або  ( )Rr Ann N . Якщо  ( )Rr Ann N , то  0rN  

i тому  2 0r M rN , тобто 2 ( )Rr Ann M . Оскiльки ( )RAnn M  є первинним 
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iдеалом, то  ( )Rr Ann M . Якщо  ( )Rr Ann N , то rN N  (за означенням, 
оскiльки N є вторинним R-модулем). З іншого боку, оскiльки N є скiнченно-
породженим, то iснує такий елемент 'r R , що  (1 ') 0rr N  (за [19]). З цього 

випливає, що    (1 ') (1 ') 0r rr M rr N . Отже,  (1 ') 0r rr M  i тому 

 (1 ') ( )Rr rr Ann M , з чого випливає, що або  ( )Rr Ann M , або 

 (1 ') ( )Rrr Ann M . Якщо  (1 ') ( )Rrr Ann M , то  M rM N , що є проти-

рiччям. Отже,  ( )Rr Ann M  i тому ( : ) ( )R RN M Ann M .    

Наслiдок 4. Нехай M – такий нетерiв R-модуль, що ( )RAnn M  є первин-
ним iдеалом кiльця R. Якщо кожен пiдмодуль модуля M є вторинним R-мо-
дулем, то i M є вторинним R-модулем. 

Означення 8. Модуль M над кiльцем R називають подiльним, якщо для 
кожного елемента r R , що не є дiльником нуля, кожен елемент можна 
"подiлити" на r, тобто для кожного елемента m M  iснує такий елемент 

'm M , що  'm rm . 
Твердження 9. Нехай M − модуль над асоцiативним кiльцем R. Тодi такi 

твердження еквiвалентнi: 
1. M є вторинним R-модулем. 
2. M є подiльним / ( )RR Ann M -модулем. 

3. rM M  для кожного елемента  \ ( )Rr R Ann M . 

4. IM M  для кожного iдеалу  ( )RI Ann M . 
Доведення цього твердження очевидно випливає із означення подільного 

модуля та із тверджень 6 і 8. 
Наслiдок 5. Нехай N – власний пiдмодуль R-модуля M. Якщо N є вто-

ринним пiдмодулем модуля M, то ( / )RAnn M N  є первинним iдеалом. 

Наслідок 6. Нехай M – модуль без скруту над областю цiлiсностi R. Тодi 
такi твердження еквiвалентнi: 

1. M є вторинним R-модулем. 
2. M є подiльним R-модулем. 
3. M є iн’єктивним R-модулем. 
Доведення випливає з твердження 9 та наслiдку 5. 
Наслiдок 7. Нехай M – iн’єктивний модуль над областю цiлiсностi R. 

Тодi M є вторинним модулем. 
Теорема 3. Нехай M – первинний R-модуль. Такi твердження еквiва-

лентнi: 
1. M – вторинний R-модуль.  
2. M – iн’єктивний / ( )RR Ann M -модуль. 
Доведення. Оскiльки M є первинним R-модулем, то за працею [9], 
( )RAnn M  є первинним iдеалом, тому  / ( )RR R Ann M  є областю цiлiсностi i 

M є модулем без скруту над кiльцем R  ([20], [1]). 
(1) ⇒ (2). Оскiльки модуль M є вторинним R-модулем, то за наслiдком 2, M 

є вторинним R -модулем. Отже, за твердженням 9, M є iн’єктивним R -модулем. 

(2) ⇒ (1). Якщо модуль M є iн’єктивним R -модулем, то за наслiдком 7, M є 

вторинним R -модулем. Тодi, за наслiдком 2, M є вторинним R-модулем.    
Теорема 4. Нехай M – вторинний R-модуль. Такi твердження еквiва-

лентнi: 
1. M є певинним R-модулем. 
2. M є плоским R -модулем, де  / ( )RR R Ann M . 

Доведення .  Оскiльки M є вторинним R-модулем, то  / ( )RR R Ann M  

є областю цiлiсностi. Тому, за твердженням 9, M є подiльним R -модулем. 

(1) ⇒ (2) Оскiльки M є первинним R-модулем, то M є R -модулем без 
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скруту, де  / ( )RR R Ann M . Тепер покажемо, що M є векторним простором 

над фактор-полем R . Нехай 





( )
( )

R

R

r Ann M
R

s Ann M
, де ,r s R ,  ( )Rs Ann M . Не-

хай m M ,  ( ( )) 'Rm s Ann M m  для деякого 'm M . Оскiльки M є по-

дiльним R -модулем, то 


    


( )
( ( )) ' '

( )
R

R
R

r Ann M
m r Ann M m rm M

s Ann M
. Тому 

M є векторним простором над полем R  i, вiдповiдно, має базу. З цього 

випливає, що модуль M є вiльним R -модулем, а отже, за працею [19], M є 

плоским R -модулем. Тому за [18] R  є плоским R -модулем. Звiдси, за пра-

цею [8], модуль M є плоским R -модулем. 

(2) ⇒ (1). Оскiльки R  є областю цiлiсностi, то (0)  є первинним iдеалом 

кiльця R . Тому (0) (0)M  є первинним R -пiдмодулем модуля M. Отже, (0)  

є первинним R -пiдмодулем. Тодi легко перевiрити, що (0)  є первинним  
R-пiдмодулем M, а тому є первинним R-модулем.    
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ON THE SECOND SPECTRUM OF MODULES 
 
Secondary modules over associative rings are considered and the main properties of such 
modules are proved. The relationships between secondary modules and other types of 
modules (Noetherian, injective, flat and divisible modules) are shown.  

Key words: secondary modules, multiplication modules, injective modules. 
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