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ПРО ЧИСЛО НЕРОЗКЛАДНИХ МОДУЛЯРНИХ ЗОБРАЖЕНЬ ЦИКЛІЧНОЇ 
p-ГРУПИ НАД СКІНЧЕННИМ ЛОКАЛЬНИМ КІЛЬЦЕМ 
 

Знайдено число нееквівалентних нерозкладних зображень спеціального вигля-
ду циклічної p -групи над скінченним комутативним локальним кільцем 

скінченної довжини характеристики p . 

 
Вступ. Матричні зображення скінченних груп над полями вивчені до-

сить добре. Якщо характеристика p  поля не ділить порядок групи G  (зо-

крема, = 0p ), вона завжди має (з точністю до еквівалентності) скінченне 
число нерозкладних зображень. Крім того, всі нерозкладні зображення не-
звідні. Якщо p  ділить порядок групи G , група має скінченне число нероз-
кладних зображень тоді і лише тоді, коли її силовська p -підгрупа цикліч-
на. В обох випадках число (з точністю до еквівалентності) незвідних зобра-
жень довільної скінченної групи описано (в групових термінах) у працях [2, 
28]. (У другому випадку більшість нерозкладних зображень звідні.) Класи-
фікацію всіх нерозкладних зображень скінченних груп у модулярному 
випадку досліджували В. М. Бондаренко і Ю. А. Дрозд, зокрема у праці [7], 
результати якої разом з результатами праці [16] є важливим етапом роз-
витку сучасної теорії зображень, пов’язаним з ручними та дикими матрич-
ними задачами. 

Матричні зображення скінченних груп над кільцями загалом вивчені 
набагато менше (навіть для циклічних груп), хоча існує чимало праць, особ-
ливо для відомих класів кілець характеристики = 0p . Зауважимо, що 
задача про ручні та дикі випадки актуальна і для зображень груп над кіль-
цями (що не є полями); перші результати про дикість для зображень цик-
лічних груп отримано в працях [5, 9] для деяких областей цілісності та 
нецілісних відповідно. Якщо мова йде про кількість нерозкладних зобра-
жень (а саме із такою тематикою пов’язана ця стаття), слід, зокрема, 
звернути увагу на праці [1, 3, 4, 8, 10, 17, 18, 20–25] для = 0p  і [11–15, 19, 

22] для > 0p . 
П. М. Гудивок, І. Б. Чухрай [15] стверджують, що скінченна p -група 

G  порядку > 2G  над комутативним локальним кільцем характеристики 

sp  ≥( 1)s , яке не є полем, має нееквівалентні нерозкладні матричні зобра-

ження довільного степеня > 1n  не менше за порядок поля лишків кільця 
K . Мета цієї статті – побудувати серію нееквівалентних нерозкладних 
матричних зображень скінченної p -групи над нецілісним комутативним 

локальним кільцем K  головних ідеалів характеристики p  з використанням 
результатів В. М. Бондаренка і М. Ю. Бортош [6]. А також для випадку, 
коли кільце K  скінченне, обчислити кількість побудованих зображень. 

Теоретичні обчислення частково підтверджено та доповнено обчислен-
нями в системі комп’ютерної алгебри GAP [27]. Одна її компонента – спеці-
альна мова, за допомогою якої можна створювати власні програми і розши-
рювати систему. 

Критерій подібності мономіальних матриць над локальними кіль-
цями головних ідеалів. Наведемо означення (разом з позначеннями) та 
твердження з праці [6].  
 Нехай K  – комутативне локальне кільце головних ідеалів і R  – його 
єдиний максимальний ідеал (радикал). Зафіксуємо в R  твірний елемент t . 
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Тоді будь-який ненульовий елемент ∈x K  має вигляд ε st , де ε  — елемент 

мультиплікативної групи *K  кільця K  і ≥ 0s  (див. [26]). Число s  (яке не 
залежить від вибору t ) називають вагою елемента x  і позначають через 

( )w x  [6, с. 70]. Елемент ε , очевидно, залежить від t ; більш того, якщо K  
не є областю цілісності (тобто радикал нільпотентний), він визначається 

елементом x  неоднозначно, зокрема ′ε = εs st t  тоді і лише тоді, коли ε  і ′ε  

рівні за модулем = ∈ =Ann( ) { | 0}s st y K yt , тобто ′ε − ε ∈ Ann( )st . Ступінь l  

нільпотентності радикала R  називають також  довжиною кільця K . 
Згідно з [6] матриця над кільцем K  вигляду 

 

−

… 
 

… 
=  

 
 

… 

M O M M
1

1

0 0

0 0
,

0 0

n

n

a

a
A

a

  

де ≠ 0ia  = …( 1, , )i n , канонічно циклічна. Послідовність −= …1 1( , , , )n na a a a  

називаємо визначальною послідовністю матриці A  і пишемо 

−= …1 1( , , , )n nA M a a a , а послідовність ваг −= …1 1( ) ( ( ), , ( ), ( ))n nw a w a w a w a  чле-

нів визначальної послідовності – ваговою послідовністю матриці A . Тоді 
−

−= ε … ε ε11
1 1( , , , )n ns ss

n na t t t , де = ( )i is w a  і ε ∈ *
i K  ( εi  визначаються послі-

довністю a  неоднозначно). В цьому випадку матрицю −= …1 1( ) ( , , , )n nM a M a a a  

позначають також через ε( , )M w , де = ( )w w a  і −ε = ε … ε ε1 1( , , , )n n . Оче-
видно, 

−
− −= … = … ⋅ ε … ε ε11

1 1 1 1( ) ( , , , ) ( , , , ) diag[ , , , ].n ns ss
n n n nM a M a a a M t t t  

 Дві послідовності = …1 2( , , , )nx x x x  і = …1 2( , , , )ny y y y , члени яких нале-

жать деякій множині, називають циклічно еквівалентними, якщо y  отри-

мують із x  циклічною перестановкою її членів: += … …1 1( , , , , )k n ky x x x x .  

 Теорема ([6]). Матриці = ε( , )M M w  і ′ ′ ′= ε( , )M M w , де 

−ε = ε … ε ε1 1( , , , )n n , −′ ′ ′ ′ε = ε … ε ε1 1( , , , )n n , подібні тоді і лише тоді, коли w  та 

′w  циклічно еквівалентні, а елементи −ε = ε ε εL1 1n n  і −′ ′ ′ ′ε = ε ε εL1 1n n  кіль-

ця K  рівні за модулем Ann( )st , де s  — найбільший член вагової послідов-
ності w . 

 Число неперіодичних послідовностей з точністю до циклічної екві-
валентності. Назвемо послідовність = …1 2( , , , )nx x x x  з елементами з 

довільної множини періодичною, якщо для деякого натурального <k n  

+= … …1 1( , , , , , )k n kx x x x x . У цьому випадку k  назвемо періодом послідов-

ності x . Розглянемо клас W  послідовностей, циклічно еквівалентних x . На 
W  природно розглянути дію циклічної групи H  порядку =H n , яка пере-

творить W  в одну H -орбіту. Послідовність x  періодична тоді і тільки тоді, 
коли в неї нетривіальний стабілізатор, який, очевидно, буде циклічною під-
групою групи H . Отже, найменший період послідовності x  ділить n  та 
кожний період послідовності x . У праці [6] встановили, що якщо послі-
довність w  неперіодична, то матриця ε( , )M w  нерозкладна. Але неперіо-

дичною буде і будь-яка послідовність ′w , отримана з w  циклічним зсувом. 
Тому всі матриці ′ ′ε( , )M w  теж нерозкладні. 
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Нехай K  – комутативне локальне кільце головних ідеалів, радикал 
якого =R tK , t  – нільпотентний елемент степеня > 1l . З’ясуємо число 

( , )U l n  неперіодичних послідовностей = …1 2( , , , )nw s s s  з точністю до цик-

лічної еквівалентності, де is  – вага ненульового елемента кільця K , тобто 

∈ … −{0, 1, , 1}is l  ( )= …1, 2, ,i n . В одному класі циклічно еквівалентних не-

періодичних послідовностей є рівно n  послідовностей, оскільки будь-який 
циклічний зсув неперіодичної послідовності генерує відмінну від початкової 
послідовність. 

Очевидно, (2,6)U  є числом неперіодичних послідовностей 

= 1 2 3 4 5 6( , , , , , )w s s s s s s  ∈ {0, 1}is  ( )= …1, 2, 6,i , де w  – найменша в лекси-

кографічному порядку серед їй циклічно еквівалентних. Тоді, очевидно, 
=1 0,s  =6 1.s  Перебір таких послідовностей дасть: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )0,0,0,0,0,1 ,  0,0,0,0,1,1 ,  0,0,0,1,0,1 ,  0,0,0,1,1,1 ,  0,0,1,0,1,1 ,  

( ) ( ) ( ) ( )0,0,1,1,1,1 ,  0,0,1,1,0,1 ,  0,1,0,1,1,1 ,  0,1,1,1,1,1 .  

Таким чином, =(2,6) 9U . 

При = 2l , = 6n  число ( , )U l n  можна розрахувати, наприклад, за такою 
серією команд системи GAP 4.8.7. 
l:=2;n:=6; 
    # Формуємо n-ий декартовий степінь множин {0, 1, .., l-1} 
L:=Cartesian(List([1..n],i->[0..l-1]));; 
    # Вибираємо неперіодичні послідовності 
M:=Filtered(L,f->not(ForAny([1..n-1],i->ForAll([1..n],j->f[j]=f[(j+i-1) mod n+1])))); 
    # Рахуємо кількість класів циклічно еквівалентних послідовностей 
Length(M)/n; 

У результаті обчислень також одержуємо =(2,6) 9U . Запропонований 
код, однак, нещадний до пам’яті, бо завантажує спочатку n -й декартовий 
степінь множини … −{0, 1, , 1}l , з якими потім виконує один перебір зі за-
вантаженням всіх неперіодичних послідовностей та їх подальшим кількіс-
ним обчисленням. Код без значного завантаження пам’яті з такими ж 
результатами може бути таким: 
l:=2;n:=6;y:=0; 
f:=List([1..n], x->0);# формуємо послідовність з n нулів 
repeat 
   # Перевірка на неперіодичність 
  if not(ForAny([1..n-1],i->ForAll([1..n],j->f[j]=f[(j+i-1) mod n+1]))) then y:=y+1; fi;     
   # формуємо наступну послідовність з n-го декартовогоі степеня множин 
{0,1,..,l-1} 
  for i in [1..n] do if f[i]=l-1 then f[i]:=0; else f[i]:=f[i]+1; break; fi; od; 
until Sum(f)=0; 
  # Рахуємо кількість класів циклічно еквівалентних послідовностей 
Print(y/n,"\n"). 

У результаті обчислень також одержуємо =(2,6) 9U .  

Число нерозкладних матриць ε( , )M w  з точністю до подібності. 
З’ясуємо число нерозкладних матриць ε( , )M w  з точністю до подібності над 

скінченним комутативним локальним кільцем K  довжини > 1l . 

Лема. Нехай K  – комутативне локальне кільце головних ідеалів, 
радикал якого =R tK , t  – нільпотентний елемент степеня > 1l . Кільце 
K  скінченне тоді і тільки тоді, коли поле відношень /K R  кільця K  
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скінченне. Крім того, в останньому випадку −=/i j j it K t K k   ≤ < ≤(0 )i j l , 

зокрема, = lK k , =/ j jK t K k  < ≤(0 )j l , де = /k K R . 

 Д о в е д е н н я. Необхідність очевидна. Нехай поле відношень /K R  

кільця K скінченне, =/K R k . Якщо ≤ <0 i l , то +ϕ → 1: /i ix t x t K  є гомо-

морфізмом адитивних груп +ϕ → 1: /i iK t K t K  з ядром =R tK  і, зокрема, 

+ = =1/ /i it K t K K R k . Крім того, якщо ≤ < ≤0 i j l , то 

  + + + − −

−

= ⋅ = ⋅ =L L14243
1 1 2 1/ / / /i j i i i i j j j i

j i

t K t K t K t K t K t K t K t K k k k k .  

Звідси −= = = =0 0/ {0} / l l lK K t K t K k k , −= = =0 0/ /j j j jK t K t K t K k k . ◊ 

З’ясуємо число ( , , )W k l n  нерозкладних матриць ε( , )M w  порядку > 1n , 
які розглядаємо з точністю до подібності над скінченним комутативним ло-

кальним кільцем K  довжиною > 1l  з порядком = /k K R  поля відношень 

кільця K . Це число буде числом матриць ε( , )M w  з точністю до подібності 
над кільцем K  з неперіодичними ваговими послідовностями w . Але непері-
одичною буде і всяка послідовність, отримана з w  циклічним зсувом. Тому 
всі матриці ε( ', ')M w  з послідовністю 'w , циклічно еквівалентною w , теж 

нерозкладні. З теореми випливає, що всіх матриць ε( ', ')M w  з точністю до 

подібності з послідовністю 'w , циклічно еквівалентною w , є стільки, скіль-

ки є значень ε ε εL1 2 n  з точністю до конгруентності за модулем Ann( )st , де 

s  – найбільший елемент вагової послідовності w . Очевидно, ε ε εL1 2 n  може 

бути довільним оборотним елементом у кільці K . Тому число матриць 
ε( ', ')M w  з точністю до подібності з послідовністю 'w , циклічно еквівалент-

ною фіксованій неперіодичній послідовності w , буде: 

( ) ( ) − − − − −
− −

    = = − = −   
   

1 1\ \ ( 1) .
( ) ( )

l s l s l s
s s l s l s

K tK K tK k k k k
Ann t Ann t t K t K

 

 Очевидно, ( , 4,3)W k  є числом послідовностей ε1 2 3( , , , )s s s , де ∈{0,1,2,3}is  

( )= 31, 2,i , ε  належить множині оборотних представників всіх різних 

суміжних класів −= 4/ ( ) /s sK Ann t K t K  ( = 1 2 3max( , , )s s s s ), = 1 2 3( , , )w s s s  – 
неперіодична послідовність, найменша в лексикографічному порядку серед 

їй циклічно еквівалентних. Оскільки 3 просте число, то w  є неперіодичною 

тоді і тільки тоді, коли містить принаймні два різні елементи. Якщо w  
найменша в лексикографічному порядку серед їй циклічно еквівалентних, 
то =1 1 2 3min( , , )s s s s . Перебір таких послідовностей ε1 2 3( , , , )s s s  разом з s  та 
кількістю варіантів для ε дасть: 
 ε0,0,1,( ) -1- − 2( 1)k k , ε0,1,1,( ) -1- − 2( 1)k k , ε0,0,2,( ) -2- −( 1)k k , 

 ε0,1,2,( ) -2- −( 1)k k , ε0,2,1,( ) -2- −( 1)k k , ε0,2,2,( ) -2- −( 1)k k , 

 ε1,1,2,( ) -2- −( 1)k k , ε1,2,2,( ) -2- −( 1)k k , ε0,0,3,( ) -3- −( 1)k , 

 ε0,1,3,( ) -3- −( 1)k ,   ε0,2,3,( ) -3- −( 1)k ,   ε0,3,1,( ) -3- −( 1)k , 

 ε0,3,2,( ) -3- −( 1)k ,   ε0,3,3,( ) -3- −( 1)k ,   ε1,1,3,( ) -3- −( 1)k , 

 ε1,2,3,( ) -3- −( 1)k ,   ε1,3,2,( ) -3- −( 1)k ,   ε1,3,3,( ) -3- −( 1)k , 

ε2,2,3,( ) -3- −( 1)k ,   ε2,3,3,( ) -3- −( 1)k . 

 Таким чином, = − + + = + + −2 3 2( ,4,3) ( 1)(2 6 12) 2 4 6 12W k k k k k k k . 
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 Модифікуємо код, що обчислює число ( , )U l n  неперіодичних послідов-
ностей w  з точністю до циклічної еквівалентності. Приєднуємо для кожної 
такої послідовності обчислення найбільшого її елемента s , домноження 

кількостей послідовностей з однаковим s  на − −− 1( 1) l sk k , де k оголошується 
цілочисловою невідомою, та сумування одержаних добутків.  
l:=4;n:=3;maxlist:=[];matnumblist:=[];k:=Indeterminate(Integers,"k"); 
f:=List([1..n], x->0); # формуємо послідовність з n нулів 
repeat 
   # Перевірка на неперіодичність 
  if not(ForAny([1..n-1],i->ForAll([1..n],j->f[j]=f[(j+i-1) mod n+1]))) then 
Add(maxlist,Maximum(f)); fi;     
   # формуємо наступну послідовність з n-го декартового степеня множин 
{0,1,..,l-1} 
  for i in [1..n] do if f[i]=l-1 then f[i]:=0; else f[i]:=f[i]+1; break; fi; od; 
until Sum(f)=0; 
  # Рахуємо кількість класів ц. еквівалентних послідовностей з однаковими s 
for s in [1..l-1] do Add(matnumblist, Number(maxlist,x->x=s)/n*(k-1)*k^(l-s-1)); od; 
Print(Sum(matnumblist),"\n"); 

 У результаті обчислень також одержуємо = + + −3 2( ,4,3) 2 4 6 12W k k k k . 

Тут подано обчислення ( , , )W k l n  за деяких значень l , n .  

 = 2n  = 3n  = 4n  

= 2l  −1k  −2 2k  −3 3k  

= 3l  + −2 2k k  + −22 4 6k k  + −23 12 15k k  

= 4l  + + −3 2 3k k k  + + −3 22 4 6 12k k k  + + −3 23 12 27 42k k k  

= 5l  + + + −4 3 2 4k k k k  + + + −4 3 22 4 6 8 20k k k k  + + + −4 3 23 12 27 48 90k k k k  

= 6l  + + + +5 4 3 2k k k k
+ − 5k  

+ + + +5 4 3 22 4 6 8k k k k
+ −10 30k  

+ + + +5 4 3 23 12 27 48k k k k
+ −75 165k  

 Система дає можливість також обчислювати громіздкі значення 
( , , )W k l n , які не наводимо в таблиці, наприклад, 

= + + + + + −6 5 4 3 2( ,7,8) 30 750 6570 33240 120450 349470 510510W k k k k k k k . 

Модулярні зображення деяких циклічних p -груп над комутативним 
локальним кільцем. 

Твердження 1. Нехай =G a  – циклічна p -група, K  – комутативне 

локальне кільце головних ідеалів характеристики p , що не є полем, 

радикал якого =R tK , E  – одинична матриця порядку n , ∈ ∪ {0}is N  і 

ε ∈ *
i K  = …( 1, , )i n . Відображення 

ε εΓ → Γ = + ε = + ε … ε1
, , 1: ( ) ( , ) ( , , )nss

w w na a E M w E M t t  

є зображенням групи G  тоді і тільки тоді, коли … =1 | |( , , ) 0.nss GM t t  
Д о в е д е н н я. Очевидно, G  є зображенням групи G  тоді і тільки 

тоді, коли ( )+ ε … ε =1
| |

1( , , )n
Gss

nE M t t E . Оскільки p  – характеристика кільця 

K , то остання умова еквівалентна ε … ε =1 | |
1( , , ) 0nss G

nM t t . Або, що одне і те 
саме, 

 … ⋅ ε … ε =1 | |
1( ( , , ) diag[ , , ]) 0.nss G

nM t t  (1) 
Останнє можливе через те, що 

−… ⋅ ε … ε = ε ε … ε ⋅ …1 1
1 1 1( , , ) diag[ , , ] diag[ , , , ] ( , , ).n ns ss s

n n nM t t M t t  
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Тому рівність (1) еквівалентна 

… ⋅ δ … δ =1 | |
1( , , ) diag[ , , ] 0nss G

nM t t  

для деяких δ ∈ *
i K  = …( 1, , )i n . Або, що одне і те саме, … =1 | |( , , ) 0.nss GM t t  ◊ 

Твердження 2. Нехай K  – комутативне локальне кільце головних 
ідеалів, радикал якого =R tK , t  – нільпотентний елемент степеня > 1l , 

∈ ∪ {0}is N  = …( 1, , )i n , m  — натуральне число; 

 … =1( , , ) 0nss mM t t  (2) 
тоді і тільки тоді, коли 

−

+
=

≥ = …∑
1

0

( 1, , )
m

i j
j

s l i n , 

при цьому індекси +i j  треба замінити на індекси + −i j kn , якщо 

+ >i j kn , де k  – максимально можливе натуральне число (тобто тут 
також індекси розглядають за модулем n ). 

 Доведення . Очевидно, … = … ⋅ …1 1( , , ) (1, ,1) diag[ , , ].n ns ss sM t t M t t  Врахо-

вуючи, що −… ⋅ … = … ⋅ …11 1(1, ,1) diag[ , , ] diag[ , , , ] (1, ,1)n n ns s ss sM t t t t t M , одержимо: 

( )
−

=

… = … ⋅ … … ⋅ …∏1 1 1

1

0

( , , ) (1, ,1) diag[ , , ] = (1, ,1) diag [ , , ],n n n

mms s ss m s m s
j

j

M t t M t t M t t  

де +… = … …mod 1 mo    d1 1diag [ , , ]  [ , , , , , ].j n j nn ns ss ss s
j t t t t t t  Беручи до уваги, що 

індекси розглядаємо за модулем n , одержимо: 

+
−

=

… = … ⋅ … … =∏ 11 1

1

0

( , , ) (1, ,1) diag[ , , , , , ]j jn n

m
s ss ss m m s

j

M t t M t t t t  

+ + +
− − −

= = =

 
… ⋅ … 


=

 
∏ ∏ ∏1 2

1 1 1

0 0 0

(1, ,1) diag , , , .j j n j
m m m

s s sm

j j j

M t t t  

Оскільки …(1, ,1)mM  оборотна матриця, то рівність (2) еквівалентна 

+
−

=

= = …∏
1

0

0 ( 1, , )i j
m

s

j

t i n  

або, що одне і те ж, 

+
−

= =∑ = …
1

0 0 ( 1, , ).i j
m
j

s
t i n  

Тобто рівність (2) еквівалентна 

 
−

+
=

≥ = …∑
1

0

( 1, , ).
m

i j
j

s l i n  ◊ 

Наслідок 1. Нехай =G a  – циклічна p -група, K  – комутативне 

локальне кільце головних ідеалів характеристики p , радикал якого 

=R tK , t  – нільпотентний елемент степеня > 1l , E  – одинична 

матриця порядку n , ∈ ∪ {0}is N  і ε ∈ *
i K  = …( 1, , )i n . Відображення 

ε εΓ → Γ = + ε = + ε … ε1
, , 1: ( ) ( , ) ( , , )nss

w w na a E M w E M t t  

є зображенням групи G  тоді і тільки тоді, коли 
−

+
=

≥ = …∑
| | 1

0

( 1, , ).
G

i j
j

s l i n  

Доведення .  Доведення наслідку безпосередньо випливає з тверджень 
1 та 2. ◊ 
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Наслідок 2. Нехай =G a  — циклічна p -група, K  – комутативне 

локальне кільце головних ідеалів характеристики p , радикал якого 

=R tK , t  – нільпотентний елемент степеня > 1l , E  – одинична ма-

триця порядку <| |n G , ∈ ∪ {0}is N  і ε ∈ *
i K  = …( 1, , )i n . Якщо 

=

≥∑
1

n

j
j

s l , 

то відображення 

 ε εΓ → Γ = + ε = + ε … ε1
, , 1: ( ) ( , ) ( , , )nss

w w na a E M w E M t t  (3) 

є зображенням групи G . 

 Доведення .  За твердженням 2, −
−ε … ε =11

1 1( , , ) 0nss n
nM t t , бо 

−

+
= =

= ≥ = …∑ ∑
1

0 1

( 1, , ).
n n

i j j
j j

s s l i n  

Тоді = ε … ε = ε … ε1 1 | |
1 10 ( , , ) ( , , ) .n ns ss n s G

n nM t t M t t  За твердженням 1, відобра-

ження (3) є зображенням групи G . ◊ 
Число нерозкладних модулярних зображень з точністю до еквіва-

лентності циклічних p -груп над скінченним комутативним локальним 

кільцем. Нехай K  – скінченне комутативне локальне кільце головних ідеа-
лів характеристики p , радикал якого =R tK , t  – нільпотентний елемент 

степеня > 1l .  
За наслідком 2 відображення 

 ε εΓ → Γ = + ε = + ε … ε1
, , 1: ( ) ( , ) ( , , )nss

w w na a E M w E M t t  (4) 

є зображенням циклічної p -групи =G a  порядку = > 1G m над кільцем 

K  характеристики p  тоді і тільки тоді, коли 
−

+
=

≥∑
1

0

m

i j
j

s l  = …( 1, , )i n . Оче-

видно, два зображення вигляду (4) є еквівалентними над кільцем K  тоді і 
тільки тоді, коли відповідні матриці ε( , )M w  подібні над кільцем K . За 
наведеною теоремою останнє виконується тоді і тільки тоді, коли відповідні 
w  циклічно еквівалентні, а добутки елементів відповідних ε  рівні за 

модулем Ann( )st , де s  – найбільший член вагової довільної з циклічно 
еквівалентних послідовностей w . Якщо послідовність w  – неперіодична, то 
в [6] показано, що матриця ε( , ),M w  а отже, і зображення εΓ ,w  нерозкладні.  

 Таким чином, число зображень вигляду (4) якщо m  є деяким степенем 
простої характеристики p  кільця K , не менше за число ( , , , )V k l m n  послі-

довностей … ε1 2( , ),, , ns s s , ∈ … −{0, 1, , 1}is l , 
−

+
=

≥∑
1

0

m

i j
j

s l  ( )= …1, 2, ,i n , таких, 

що ε  належить множині оборотних представників всіх різних суміжних 

класів −=/ ( ) /s l sK Ann t K t K  ( …= 1 2max( , ),, ns s s s ), …= 1 2( , ), , nw s ss  – не-
періодична послідовність, найменша в лексикографічному порядку серед їй 
циклічно еквівалентних. (Для зручності знаходитимемо ( , , , )V k l m n  і тоді, 
коли m  не є степенем жодного простого числа). 
 Очевидно, ( , 4,2,3)V k  є числом послідовностей ε1 2 3( , , , )s s s , де 

∈ {0, 1,2,3}is  ( )= 31, 2,i , + ≥1 2 4s s , + ≥2 3 4s s , + ≥3 1 4s s , ε  належить 

множині оборотних представників всіх різних суміжних класів 
−= 4/ ( ) /s sK Ann t K t K  ( = 1 2 3max( , , )s s s s ), = 1 2 3( , , )w s s s  і містить принаймні 

два різні елементи. Якщо w  найменша в лексикографічному порядку серед 



26 О. А. Тилищак 

 

їй циклічно еквівалентних, то =1 1 2 3min( , , )s s s s . Перебір таких пос-

лідовностей ε1 2 3( , , , )s s s разом з s  та кількістю варіантів для ε  дасть 

ε1,3,3,( ) -3- −( 1)k , ε2,2,3,( ) -3- −( 1)k , ε2,3,3,( ) -3- −( 1)k . Таким чином, 

= −( , 4,2,3) 3 3V kk . 

 Модифікуємо код, що обчислює число ( , , )W k l n  нерозкладних матриць 
ε( , )M w  порядку > 1n , які розглядаємо з точністю до подібності над 

скінченним комутативним локальним кільцем K  головних ідеалів, радикал 
якого =R tK , t  – нільпотентний елемент степеня > 1l  характеристики p  

з порядком = /k K R  поля відношень кільця K . Приєднуємо до нього 

перевірку, чи послідовність = …1 2( , , , )nw s s s , ∈ … −{0, 1, , 1}is l  задовольняє 

умову 
−

+
=

≥∑
1

0

m

i j
j

s l  ( = …1, 2, , ;i n  > 1m ).  

При = 4l , = 2m , = 3n  число ( , 4,2,3)V k  можна обчислити, наприклад, 
такою серією команд системи GAP 4.8.7. 
l:=4;m:=2;n:=3;maxlist:=[];matnumblist:=[];k:=Indeterminate(Integers,"k"); 
f:=List([1..n], x->0); # формуємо послідовність з n нулів 
repeat 
   # Перевірка на неперіодичність та умову зображення 
  if not(ForAny([1..n-1],i->ForAll([1..n],j->f[j]=f[(j+i-1) mod n+1]))) then  
  if ForAll([1..n],i->Sum(List([0..m-1],j->f[(j+i-1) mod n+1]))>=l) then 
    Add(maxlist,Maximum(f)); fi;fi;     
   # формуємо наступну послідовність з n-го декартового степеня множин 
{0,1,..,l-1} 
  for i in [1..n] do if f[i]=l-1 then f[i]:=0; else f[i]:=f[i]+1; break; fi; od; 
until Sum(f)=0; 
  # Рахуємо кількість класів ц. еквівалентних послідовностей з однаковими s 
for s in [1..l-1] do Add(matnumblist, Number(maxlist,x->x=s)/n*(k-1)*k^(l-s-1)); od; 
Print(Sum(matnumblist),"\n"); 
У результаті одержимо = −( , 4,2,3) 3 3V kk  ( = + + −3 2( ,4,3) 2 4 6 12W k k k k ). 

Запуск коду за деяких значень n , m  та при = 2l , = 3l , = 4l  подано 
відповідно в табл. 1–3, де рискою відмічені значення, які повторюють вка-
зані вище. 

Таблиця 1 

 = 2n  = 3n  = 4n  = 5n  = 6n  = 7n  = 8n  

= 2m  0  0  0  0  0  0  0  

= 3m  — −1k  −1k  −1k  −1k  −2 2k  −2 2k  

= 4m  −1k  — −2 2k  −3 3k  −3 3k  −6 6k  −8 8k  

= 5m  — — — −5 5k  −6 6k  −10 10k  −15 15k  

= 6m  — −2 2k  — — −8 8k  −14 14k  −21 21k  

= 7m  — — — — — −17 17k  −26 26k  

= 8m  — — −3 3k  — — — −29 29k  

= 9m  — — — — — — — 

= 10m  — — — −6 6k  — — — 
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Таблиця 2 
 = 2n  = 3n  = 4n  = 5n  = 6n  

= 2m  −1k  −1k  −1k  −2 2k  −2 2k  

= 3m  — −5 5k  −7 7k  −14 14k  −27 27k  

= 4m  −2 2k  — + −2 13 14k k  + −2 28 29k k  + −2 61 62k k  

= 5m  — + −2 4 5k k  — + −23 38 41k k  + −23 86 89k k  

= 6m  + −2 2k k  + −2 5 6k k  — — + −26 100 106k k  

= 7m  — — + −22 12 14k k  — — 

= 8m  — — + −22 13 15k k  + −24 37 41k k  — 

= 9m  — + −22 4 6k k  — + −25 36 41k k  — 

= 10m — — — + −25 37 42k k  + −27 99 106k k  

 
Таблиця 3 

 = 2n  = 3n  = 4n  = 5n  

= 2m  −2 2k  −3 3k  −5 5k  −11 11k  

= 3m  + −2 2k k  + −23 8 11k k  + −23 21 24k k  + −25 63 68k k  

= 4m  + −22 3k k  — + −211 30 41k k  + −219 104 123k k  

= 5m  — + −25 6 11k k  — + + −3 236 118 155k k k  

= 6m  — + + −3 25 6 12k k k  + + −3 211 29 41k k k  — 

= 7m  — — + + −3 213 27 41k k k  + + −3 22 35 118 155k k k  

= 8m  + + −3 2 3k k k  — + + −3 22 13 27 42k k k + + −3 23 36 116 155k k k  

= 9m  — — — + + −3 23 38 114 155k k k  

=10m — — — + + −3 25 37 114 156k k k  

  Система дає можливість також обчислювати громіздкі значення 
( , , , )V k l m n , які не наводимо в таблиці, наприклад, 

 = + + + + −5 4 3 2( ,7,6,8) 127 4353 30618 118275 347601 500974V k k k k k k . 
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О ЧИСЛЕ НЕРАЗЛОЖИМЫХ МОДУЛЯРНЫХ ПРЕДСТАВЛЕНИЙ ЦИКЛИЧЕСКОЙ p-ГРУППЫ 
НАД КОНЧЕННЫМ ЛОКАЛЬНЫМ КОЛЬЦОМ 
 
Найдено число неэквивалентных неразложимых представлений специального вида 
циклической p -группы над конечным коммутативным локальным кольцом ко-

нечной длины характеристики p . 
 
 
ON NUMBER OF INDECOMPOSABLE MODULAR REPRESENTATIONS OF CYCLIC p-GROUP 
OVER FINITE LOCAL RING 
 
It had been find the number of non-equivalent indecomposable representations of a 
special form of a cyclic p -group over a finite commutative local ring of finite length 
of characteristic p . 
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