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Н. І. Маланчук 

 

КОНТАКТНІ НАПРУЖЕННЯ В ТІЛАХ З ПОВЕРХНЕВОЮ ВИЇМКОЮ  

ЗА ПОСЛІДОВНОГО НАВАНТАЖЕННЯ 

 

Проаналізовано контактні напруження у двох пружних тілах, одне з яких 

має поверхневу виїмку, за повного закриття міжконтактного зазору під 

дією нормальних зусиль та за локального фрикційного проковзування, спри-

чиненого зсувними зусиллями. На основі класичних критеріїв міцності знай-

дено найвірогідніші ділянки контактного руйнування для крихких або плас-

тичних матеріалів тіл. 

 

Вступ. Базуючись на аналітичних розв’язках контактних задач для тіл 

з геометричними неоднорідностями поверхонь з урахуванням зчеплення та 

локального проковзування, можна досліджувати та оцінювати контактну 

міцність, зносотривкість і фретинг-втому реальних елементів машин та 

конструкцій [1]. Більшість праць, присвячених таким дослідженням, стосу-

ються пружних тіл з неузгодженими поверхнями (згідно з класифікацією 

К. Джонсона [3]), для яких ділянка контакту мала проти розмірів самих тіл. 

Значно менше вивчено контактну міцність тіл з узгодженими поверхнями, 

коли ділянка відсутності контакту є мала порівняно з розмірами тіл [3, 9]. В 

основному розглянуто безфрикційний [8] або ковзний фрикційний контакти 

[6] тіл з узгодженими поверхнями. Проаналізовано максимальні дотичні та 

головні нормальні напруження в тілах з локальною поверхневою виїмкою 

складної форми під час контактної взаємодії за простого навантаження [7]. 

Під простим розумітимемо одночасне навантаження тіл нормальними зу-

силлями та пропорційними до них зсувними. Знайдено максимальні дотичні 

та головні нормальні напруження в тілах з періодичною системою виїмок 

простішої форми за послідовного їх навантаження нормальними та зсувни-

ми зусиллями [2, 5]. 

Нижче, базуючись на аналітичному розв’язку [4] задачі про фрикційну 

взаємодію двох тіл з поверхневою виїмкою за послідовного навантаження 

нормальними та зсувними зусиллями, визначили головні нормальні та мак-

симальні дотичні напруження. На основі класичних критеріїв міцності знай-

дено найвірогідніші ділянки контактного руйнування для крихких та пла-

стичних матеріалів тіл. 

Формулювання задачі. Розглянемо контактну взаємодію двох пружних 

тіл 
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D  на відрізку    ,x b b  має пологу виїмку, форму 

якої описує гладка функція 
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Тут 

0

r  і 2b  – максимальна глибина та довжина виїмки;  1,2, ...n  – нату-

ральний параметр;  

0

0 1r b . 

Тіла взаємодіють під дією послідовного навантаження: спершу вони 

притискаються одне до одного рівномірно розподіленими на нескінченності 

нормальними зусиллями інтенсивності P  (рис. 1). При цьому монотонно 

зменшуються розміри міжконтактного зазору, зумовленого рельєфом 

поверхні одного з тіл. Залежно від нормальних зусиль відбувається або не-

повний контакт тіл, за якого в межах виїмки буде зазор між поверхнями, 

або повний. Перша ситуація реалізується, коли [4] 

cls

P P , друга – коли 
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n

cls

P Gr n n n b  – нормальні зусилля, за 

яких зазор повністю закриється і всі точки поверхонь обох тіл контактува-

тимуть. Розглянемо ситуацію, коли 

cls

P P  та відбувається повний контакт 

тіл. 

Далі, на другому етапі, нормальні на-

вантаження залишаються сталими, а до тіл 

на безмежності прикладаються зсувні зу-

силля S  (рис. 1). Поверхні тіл, згідно із 

законом Кулона–Амонтона, перебувають у 

зчепленні доти, доки дотичні контактні на-

пруження  ( ,0)

xy

x  є менші, ніж нормальні 

контактні  ( ,0)

y

x , помножені на коефіцієнт 

тертя f . Після досягнення дотичними 

зусиллями S  критичного значення 
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S , яке 

згідно з результатами праці [4] рівне 
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Для нормальних 

cls

P P  та зсувних 
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S S  зусиль крайові умови кон-

тактної задачі про фрикційне проковзування тіл на невідомій ділянці   ,c c  

такі: 

 

  ( ,0) ( ,0)

y y

x x , 

 

  ( ,0) ( ,0)

xy xy

x x , 

 

  ( ,0) ( ,0)

xy y

x f x , x c , 

 

 ( ,0) ( ,0) 0u x u x , x c , 

 

  ( ,0) ( ,0) ( )v x v x r x , x b , 

 

 ( ,0) ( ,0) 0v x v x , x b , 

   ( , )

y

x P ,   ( , )

xy

x S ,  x  

  ( , ) 0

x

y ,   ( , )

xy

y S ,  y . 

У праці [4] визначено аналітичний розв’язок сформульованої контакт-

ної задачі, зокрема, знайдено відносний зсув поверхонь тіл на ділянці про-

ковзування 
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і записано рівняння для знаходження невідомої довжини ділянки проковзу-

вання c : 
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Рис. 1. Контакт тіл. 
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Максимальні дотичні та головні нормальні напруження. Використо-

вуючи вирази для нормальних і дотичних контактних напружень, що отри-

мані у праці [4], за формулами 
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Тут знак "+" відноситься до 

1

, а знак "–" до 

2

, 



196  Н. І. Маланчук 

 

 

          

2 4 2

2 4 2

na

n

x a x b a x b a x bP , 



 

 

 

  


2( 1)

1

(2 2 3)!!( 1) !

!( ) ! (2 2 2)!!

n k

j

k j

k jn

a

k n k k j

,  0,1,2, ..., 1j n , 

 

           

2 4 2

0 2 4 2

nw

n

x w w x c w x c w x cP , 

 

 



 






2 2

2 2 1 !!

2 2 !!

n

j k

k j

k j

w d

k j

,  0,1,2, ...,j n . 

Аналіз контактної міцності. Базуючись на аналітичному розв’язку 

задачі, проаналізуємо контактну міцність спряжених тіл. Міцність тіл з 

крихких матеріалів оцінюватимемо за першою класичною теорією міцності, 

а тіл з матеріалів, схильних до пластичного течіння, – за третьою. Згідно з 

першою теорією міцності, руйнування тіл спричиняють головні нормальні 

напруження 

1

 та 

2

. Матеріал руйнується тоді, коли напруження 

1

 

досягають чи перевищують границю міцності на розтяг 

t

, або напруження 



2

 досягають чи перевищують границю міцності на стиск 

c

. Згідно з тре-

тьою теорією матеріал руйнується тоді, коли максимальні дотичні напру-

ження 

max

 досягнуть границю текучості 

*

. 

Максимальні дотичні напруження 



max

 та головні нормальні напруження 



1

 і 

2

 на поверхні тіл проаналізовано 

для заданих формулою (1) виїмок, коли 

 1,2,3n , зображених на рис. 2 (крива 

1 –  1n , крива 2 –  2n , крива 3 – 

 3n ). Отримані результати проілю-

стровано на рис. 3–4 для обезрозміре-

них параметрів x x b , 

0 0

r r b , 

c c b , P P G , S S G ,   

max max

G ,   

1 1

G  ,   

2 2

G  Всі 

обчислення виконано для коефіцієнта тертя  0.1f , максимальної глибини 

виїмки 
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10r , коефіцієнта Пуассона   0.2  та нормальних зусиль 



 

4

2 10P . 

На рис. 3 зображено розподіл максимальних дотичних напружень 

max

 

для зсувних зусиль S : 1 –  

-5

1,2 10S ; 2 –  

-5

1,8 10S . Свого максимуму 

вони досягають на ділянці проковзування поблизу її правого краю та зро-

стають зі збільшенням зсувних зусиль. Отже, для пластичних матеріалів 

контактне руйнування шляхом пластичного течіння найшвидше розпоч-

неться поблизу правого краю ділянки проковзування. 

 

Рис. 3. Розподіл максимальних дотичних напружень 

max

. 

 

Рис. 2. Форма виїмки. 
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На рис. 4а зображено розподіл головних нормальних напружень 

1

 для 

зсувних зусиль S : 1 –  

-5

1,2 10S ; 2 –  

-5

1,8 10S . Напруження 

1

 є 

розтягувальними на деякій центральній ділянці виїмки, яка є найдовшою, 

якщо  1n , і найкоротшою, якщо  3n . Поза цією ділянкою в межах виїм-

ки та ззовні неї 

1

 стискальні і мають максимум поблизу центра виїмки 

справа від неї для всіх трьох випадків  1,2,3n . Згідно з першою класич-

ною теорією міцності руйнування крихких матеріалів контактної пари від 

розтягу, найімовірніше, розпочнеться поблизу центра виїмки. 

 

а 

 

б 

Рис. 4. Розподіл головних нормальних напружень 

1

 (а) і 

2

 (б). 

На рис. 4б подано розподіл головних нормальних напружень 

2

 для 

зсувних зусиль  

-5

1,2 10S . Напруження 

2

 скрізь стискальні ( 

2

0 ), а 

їх абсолютні значення 

2

 досягають свого максимуму на краях виїмки, 

коли  1n , та поблизу їх, коли  2n  і  3n . Отже, саме в цих місцях, 

найімовірніше, відбуватиметься руйнування крихких матеріалів контактної 

пари від стиску. 

Висновки. Досліджено фрикційну взаємодію пружних тіл з поверхне-

вою виїмкою за послідовного навантаження нормальними та зсувними зу-

силлями. Для загальної форми виїмки певного класу знайдено максимальні 

дотичні та головні нормальні напруження на поверхні контакту. Базуючись 

на класичних теоріях міцності, виявили, що для крихких матеріалів тріщи-

ноутворення найшвидше розпочнеться поблизу центра виїмки або її країв, 

а для пластичних матеріалів пластичне течіння, найімовірніше, відбувати-

меться поблизу правого краю ділянки проковзування. 
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КОНТАКНЫЕ НАПРЯЖЕНИЯ В ТЕЛАХ С ПОВЕРХНОСТНОЙ ВЫЕМКОЙ ПРИ 

ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОМ НАГРУЖЕНИИ 

 

Проанализированы контактные напряжения в двух упругих телах, одно из кото-

рых имеет поверхностную выемку, при полном закрытии межконтактного зазо-

ра под воздействием нормальных усилий и при локальном фрикционном проскаль-

зывании, обусловленного сдвигающими усилиями. На основании классических 

критериев прочности определены наиболее вероятные участки контактного раз-

рушения для хрупких или пластических материалов тел. 

 

 

CONTACT STRESSES IN SOLIDS WITH SURFACE GROOVE UNDER SEQUENTIAL LOADING 

 

Contact stresses in two elastic solids, one of which has a surface groove, for the case of 

complete closure of the intercontact gap, due to normal forces, and local frictional slip 

caused by shear forces are analyzed. The most possible regions of contact fracture for 

brittle and plastic materials are found on the basis of the classical strength criteria. 
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