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ЗАДАЧА ТЕРМОПРУЖНОСТІ  

ДЛЯ ПІВПРОСТОРУ З БАГАТОШАРОВИМ ПОКРИВОМ  

 

На основі отриманого аналітичного розв’язку одновимірної задачі термо-

пружності для півпростору з багатошаровим покривом за конвективного 

теплообміну з зовнішнім середовищем досліджено термонапружений стан 

системи.  

 

Вступ. Задачі про визначення напруженого стану півпростору з покри-

вом за дії різних типів механічного навантаження розглядали в працях [1, 

14, 21, 26, 28].  

За врахування впливу нестаціонарних температурних полів на форму-

вання температурних напружень у системі тіло–покрив необхідно розв’язу-

вати задачі теплопровідності для неоднорідного тіла. Аналітичні розв’язки 

відповідних крайових задач для півпростору з одношаровим покривом 

отримані для задач з граничними умовами першого [10, 34], другого [16, 30, 

35] і третього [2, 3] роду. Шаруватість покривів ускладнює задачі, тому в 

таких випадках найчастіше використовують числові методи [4, 12], сингу-

лярні інтегральні перетворення [22] та наближені аналітичні підходи [5, 7, 

17, 24]. Задачі термопружності для півпростору з одношаровим однорідним 

покривом розглядали раніше [8, 15, 18, 23, 27, 29, 33].  

Нижче на основі отриманого в праці [19] розв’язку задачі теплопро-

відності для півпростору з багатошаровим покривом знайдено розв’язок 

відповідної задачі термопружності та досліджено термонапружений стан 

системи тіло–багатошаровий покрив за конвективного нагрівання зовнішнім 

середовищем. 

Формулювання задачі теплопровідності. Розглянемо одновимірну за-

дачу теплопровідності для півпростору з n-шаровим покривом товщиною 
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 за конвективного теплообміну.  

Рівняння теплопровідності і початкові умови мають вигляд  
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Приймаємо, що на межі покрив–середовище відбувається теплообмін 

згідно з законом Ньютона: 
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а на поверхнях поділу шарів покриву і покриву з тілом виконуються умови 

ідеального теплового контакту 
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а на безмежності – умова 
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повідно; 

i

 – товщина i-го шару;   

k k k

a / , 

k

 і 

k

 – коефіцієнти тем-

пературопровідності, теплопровідності і теплоємності;   – коефіцієнт теп-

ловіддачі з поверхні покриву. 

Розв’язок задачі теплопровідності. Для розв’язування задачі викорис-

тано підхід, який ґрунтується на моделюванні впливу покриву на тепло-

перенос у системі узагальненими граничними умовами [15, 20]. Тоді темпе-

ратуру в тілі визначають з розв’язку рівняння (1) для півпростору за 

початкової умови (2), умови на безмежності (5) та узагальненої граничної 

умови, яка тут матиме вигляд [31, 32] 
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H  – зведені теплоємність та термоопір покри-

ву. Температуру в покриві визначатимуть формули відновлення [31, 32]. 

 Аналітичний розв’язок цієї задачі такий [19]:  

для   0 , якщо     1 Bi 2 Bi 0 : 
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для   0 , якщо     1 Bi 2 Bi 0 : 
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для   0 , якщо     1 Bi 2 Bi 0 : 
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Розв’язок задачі термопружності. Для вільної від зовнішнього наван-

таження поверхні покриву зі зміною температури за формулами (7)–(10) 

напруження в системі будуть [13, 9]: 
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де  
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FoA  – невідомі функції;   – коефіцієнт лінійного температур-

ного розширення; E – модуль Юнґа;   – коефіцієнт Пуассона; 
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Задовольняючи умову відсутності напружень на нескінченності  
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остаточно отримуємо вирази для ненульових напружень: 
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Ці формули для півпростору з одношаровим покривом збігаються з 

наведеними раніше [29, 23, 8]. 

Числові результати та їх аналіз. Таким чином, формули (7)–(10), (13) 

дають розв’язок нестаціонарної задачі теплопровідності та термопружності 

для півпростору з багатошаровим покривом. На основі цього розв’язку до-

слідимо термонапружений стан у системі тіло–багатошаровий покрив за 

конвективного нагрівання.  

Рис. 1 ілюструє зміну в часі безрозмірного напруження 

 

  

 


Т Т Т Т 0

Т

( )

(0,Fo)

1

C

E t t

 у півпросторі на поверхні поділу з покривом 



160  В. А. Шевчук 

 

залежно від ефективного термоопору   та ефективної теплоємності покри-

ву  , а рис. 2 – від параметра Bi . Ці рисунки описують вплив теплофі-

зичних характеристик покриву та умов теплообміну з середовищем на 

зміну напружень у підкладці. Розрахунки для рис. 1 виконано при Bi 1 , 

для рис. 2 – при   0.1 ,   0.1 .  

      

Рис. 1.                                                       Рис. 2. 

За цими графіками можна оцінити максимально можливі напруження в 

півпросторі під час нагріву (або охолодження) зовнішнім середовищем. 

Через покрив їх абсолютні значення на граничній поверхні тіла зменшу-

ються (крива   0 ,   0  на рис. 1; покрив відсутній). Зі збільшенням кое-

фіцієнта тепловіддачі з поверхні покриву теплоперенос інтенсифікується, і, 

відповідно, збільшуються абсолютні значення напружень на поверхні тіла 

(рис. 2). 

 

Рис. 3.                                                       Рис. 4. 

Показано розподіл напружень за просторовою координатою у системі 

півпростір–тришаровий покрив для деяких моментів часу при Bi 1  

(рис. 3) та для різних значень Bi  при Fo 0.02  (рис. 4) за таких співвід-

ношень геометричних і термомеханічних параметрів шарів покриву: 
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Бачимо, що напруження в покриві розривні і зростають з часом. Згідно 

з формулою (13) їх стрибок на поверхнях поділу шарів покриву визначає 

відношення 
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Рис. 5. 

На рис. 5 показано зміну з часом безрозмірного напруження 
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Зауважимо, що з розрахунку температурного поля за моделлю із уза-

гальненою граничною умовою (6) можна отримати відмінний від рівномір-

ного розподіл напружень за товщиною у шарах покриву (рис. 3 і 4), що не 

вдається за моделлю із узагальненою граничною умовою [3], побудованою 

на концепції „зосередженої ємності” [6]. Причому за більших значень Bi  це 

відхилення від рівномірного за товщиною у шарах покриву зростає (рис. 4). 

Слід відзначити, що під час нагрівання півпростору з покривом у сис-

темі розвиваються стискальні напруження, які можуть призводити до від-

шарування покривів внаслідок втрати стійкості [11], а під час охолодження 

– розтягальні, які можуть спричиняти розтріскування покривів [25]. 

Висновки. На основі аналітичного розв’язку нестаціонарної задачі тер-

мопружності для півпростору з тонким багатошаровим покривом, отрима-

ного із застосуванням узагальнених граничних умов теплообміну, проаналі-

зовано вплив геометричних і термомеханічних характеристик покриву та 

умов теплообміну із зовнішнім середовищем на термопружний стан системи 

тіло–багатошаровий покрив. Виявлено, що напружений стан півпростору 

визначають ефективні теплофізичні характеристики покриву – зведені 

термоопір і теплоємність та інтенсивність тепловіддачі з поверхні покриву, 

а також термомеханічні параметри – модуль Юнга, коефіцієнт Пуассона і 

коефіцієнт лінійного температурного розширення тіла. Отримані формули 

враховують перепад температури за товщиною покриву, що дає можли-

вість точніше розраховувати термонапружений стан у його шарах. 
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ЗАДАЧА ТЕРМОУПРУГОСТИ ДЛЯ ПОЛУПРОСТРАНСТВА С МНОГОСЛОЙНЫМ ПОКРЫТИЕМ  

 

На основе полученного аналитического решения одномерной задачи термоупру-

гости для полупространства с многослойным покрытием при конвективном 

теплообмене с внешней средой исследовано термоупругое состояние системы.  

 

 

THERMOELASTIC PROBLEM FOR HALF-SPACE WITH MULTILAYER COATING 

 

Based on the obtained analytical solution of a one-dimensional thermoelastic problem 

for a half-space with a multilayer coating under convective heat exchange with 

environment, analysis of thermelastic state of the system has been performed. 
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