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УДК 512.64 
 
Б. З. Шаваровський  
 
НАПІВСКАЛЯРНА ЕКВІВАЛЕНТНІСТЬ ПОЛІНОМІАЛЬНИХ МАТРИЦЬ  
І ТРИКУТНА ПОДІБНІСТЬ ЧИСЛОВИХ МАТРИЦЬ 
 

Встановлено канонічну форму відносно трикутної подібності для комплекс-
них матриць і вказано умови напівскалярної еквівалентності одного класу 
поліноміальних матриць. 

 
Вступ. Поліноміальні матриці, які можна звести одну до одної множен-

ням з однієї сторони на неособливу матрицю над полем, а з іншої – на обо-
ротну над кільцем поліномів, названі у праці [3] напівскалярно еквівалент-
ними, а в праці [8] – PS-еквівалентними. Різниця між цими типами еквіва-
лентностей полягає лише в тому, що за напівскалярно еквівалентних 
перетворень матриці скалярний множник стоїть зліва від неї, а за PS-екві-
валентних – справа. Такими перетвореннями досягають трикутної форми 
(нижньої за напівскалярної еквівалентності і верхньої за PS-еквівалентнос-
ті) з інваріантними множниками на головній діагоналі для матриць повного 
рангу у випадку нескінченного поля та деяких скінченних полів [3, 7, 8]. З 
введенням поняття напівскалярної еквівалентності постала задача класифі-
кації матриць відносно такої еквівалентності. Окрім питань пошуку інварі-
антів та побудови нормальної форми матриці стосовно напівскалярно екві-
валентних перетворень, важливо також знайти умови, за яких дві матриці 
перебувають у відношенні напівскалярної еквівалентності. Кожне з цих 
питань складне і їх розв’язання, як стверджують фахівці, можливе лише в 
окремих випадках. Наприклад, у праці [6] встановлена канонічна форма для 
поліноміальних матриць з усіма простими характеристичними коренями, а 
в праці [5] – для матриць з єдиним елементарним дільником.  

Нижче розглянуто поліноміальні матриці, еквівалентні справа регуляр-
ному, зокрема унітальному, матричному поліному з певними спектральними 
властивостями одного з його коефіцієнтів. Матриці, правоеквівалентні до 
регулярних, називають [4] регуляризовними справа. Там же наведено умо-
ви регуляризовності (див. теорему 3, §2, розділ III [4]) та метод побудови 
для довільної матриці правоеквівалентного унітального матричного поліно-
ма, якщо такий існує (теорема 2, §3, розділ III).  

Нехай матриця ∈( ) ( , [ ])N x M n xC , =deg det ( ) 2N x n , регуляризується 

справа, тобто існує така матриця ∈( ) ( , [ ])R x GL n xC , що добуток 

=( ) ( ) ( )M x N x R x  є регулярним матричним поліномом другого степеня. Мо-

жемо вважати його унітальним, тобто = + +2
1 2( ) nM x E x M x M , де nE  – 

одинична матриця. Припускаємо, що один із коефіцієнтів тричлена ( )M x , 

наприклад 1M , має лише один елементарний дільник, тобто матриця 1M  

подібна до клітки Жордана. Тоді від ( )M x  перетворенням подібності може-
мо перейти до матричного тричлена 

−

λ

= = + +

λ

O O
O

1 2

1 0

( ) ( )
1

0

nK x P M x P E x x A ,     (1) 

який визначають, очевидно, з точністю до подібності 

−→ 1A S AS ,          (2) 

де матриця перетворення S  має вигляд 
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(див. [1] § 2, глава 8). Можемо вважати =0 1s . 

Часткові випадки.  

Твердження 1. Матричний тричлен (1) для тричлена ( )M x  з пере-

ставними коефіцієнтами 1 2,M M  визначається однозначно. 

Д о в е д е н н я. Якщо матриці 1 2,M M  переставні, то матриця A  має 
верхню трикутну теплицеву форму, аналогічну до (3). А це означає, що 

−= 1A S AS  для кожної матриці S  вигляду (3). Твердження доведено.  □ 
Таким чином, тричлен (1) для тричлена ( )M x  з переставними коефіці-

єнтами 1 2,M M  можна вважати канонічним у класі { ( ) ( )}CN x Q x  напівска-

лярно еквівалентних з матрицею ( )N x .  

Твердження 2. Якщо в матриці A  тричлена (1) деякий елемент в по-
зиції ( , )i j , ≤ ≤1 ,i j n , ненульовий, а перші − 1j  стовпці разом з остан-

німи −n i  рядками нульові, то цю матрицю можна вибрати так, що 
виконується одна з таких умов: 

1) перші − 1i  елементи j -го стовпця дорівнюють нулеві, якщо ( , )i j -
елемент знаходиться не вище побічної діагоналі; 

2) перші − 1i  елементи j -го стовпця та останні − − + 1n j i  елемен-

ти i -го рядка дорівнюють нулеві, якщо ( , )i j -елемент знаходиться 
вище побічної діагоналі. 

Тричлен (1) з таким вільним членом A  у класі { ( ) ( )CN x Q x  напівскалярно 
еквівалентних визначається однозначно. 

Д о в е д е н н я. Існування. Якщо > 1i , то на першому кроці, застосо-
вуючи до матриці A  перетворення подібності (2) матрицею вигляду  
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робимо нульовим елемент у позиції −( 1, )i j . Якщо > 2i , то на другому 
кроці перетворенням подібності матрицею  
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в отриманій матриці робимо нульовим елемент у позиції −( 2, )i j . Далі ціл-

ком аналогічно можна дістати нуль у позиції −( 3, )i j , якщо > 3i , і т.д. 

Продовжуємо до тих пір, поки всі перші − 1i  елементи j -го стовпця не до-

рівнюватимуть нулеві. Якщо ненульовий елемент у позиції ( , )i j , про який 

йдеться в умові твердження, знаходиться вище побічної діагоналі, то на i -му 
кроці матрицею перетворення S  вигляду (3), в якій = 0ks , ≠k i , робимо 

нуль у позиції +( , )i j i . Далі, якщо + <j i n , то послідовно робимо нулі в 

позиціях + + K( , 1), , ( , )i j i i n . При цьому нульові елементи в позиціях 

−K(1, ), , ( 1, )j i j , певна річ, збережуться.  
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Єдиність. Якщо матриця A , яка задовольняє умови твердження, пере-
творенням подібності матрицею S  форми (3) зведена до деякої іншої ма-
триці ′A , то з очевидної рівності ′=AS SA  випливає, що ′A  теж задо-
вольняє умови твердження. Більше того, в матриці ′A  той самий, що і в A , 
елемент у позиції ( , )i j  відмінний від нуля, а перші − 1j  стовпці та останні 

−n i  рядки є нульовими. Якщо, крім того, в матрицях A , ′A  виконується 
одна з умов, наприклад умова 1) (відповідно, умова 2)), то порівнянням в 
обох частинах останньої рівності елементів у позиціях − K( 1, ), , (1, )i j j  

(відповідно, в позиціях − K( 1, ), , (1, )i j j , + K( , ), , ( , )i j i i n ) дістанемо, що у 

матриці S  елементи −K1 1, , is s  (відповідно, елементи −K1, , n js s ) є нульові. 

Це на основі згаданої вже рівності ′=AS SA  означає, що насправді ′=A A . 
Твердження доведено.            □ 

Наслідок. Якщо в матриці =
1

n

ijA a  тричлена (1) маємо ≠1 0na , то 

можна вважати, що −= = =K11 1, 1 0na a . Такий тричлен єдиний у класі 

напівскалярно еквівалентних. 

Інваріанти пари. Розглянемо далі детальніше ситуацію, коли коефіцієн-
ти тричлена (1), можливо, не задовольняють умови твердження 1 або 2. 

Твердження 3. Елементи в позиціях ( , )i j  матриці A  є інваріантами 

відносно подібності (2) з матрицею перетворення S  вигляду (3), якщо у 
цій матриці в позиціях ( , )p q , відмінних від ( , )i j  і таких, що ≥p i , 

≤q j , знаходяться нульові елементи. 
Д о в е д е н н я. З рівності 
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де ≠ 0ija , ≠0 0s , випливає, що  

− + +
′ ′ ′ ′ ′ ′= = = = = = = = = =K K K K1 , 1 1, 1 1, 1 0i i j i i j n nja a a a a a , ′=ij ija a . 

Твердження доведено.            □ 

Означення 1. Нехай задано довільну матрицю =
,

1

m n

ijG g . Діагоналлю 

матриці G  назвемо сукупність її елементів pqg , для яких різниця індексів 

−p q  стала.  
Очевидно, для головної діагоналі ця різниця дорівнює нулеві. Звернемо 

увагу, що в літературі, крім наведеного, використовують дещо інше понят-
тя діагоналі матриці (див., наприклад, п. 2, частину 1, у праці [2]). Зануме-
руємо всі діагоналі матриці G , починаючи з найнижчої, тобто діагональ, що 
складається з одного елемента 1mg , вважаємо першою. Другою буде діаго-

наль з елементами −1, 1 2,m mg g  і т.д. Зазвичай елементи головної діагоналі 
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нумерують зверху вниз. Так само вважатимемо занумерованими елементи 
кожної діагоналі: 

Твердження 4. Інваріантами матриці A  відносно подібності (2) з ма-
трицею перетворення S  вигляду (3) є такі об’єкти: 

(і) останній (перший) ненульовий елемент першого (останнього) нену-
льового стовпця (рядка); 

(іі) перша ненульова діагональ; 
(ііі) перші послідовні діагоналі з рівними елементами та наступна за 

ними діагональ з нерівними елементами верхньотрикутної з рів-
ними елементами на головній діагоналі матриці. 

Д о в е д е н н я. Інваріанти (і) та (іі) є наслідком твердження 3. Інварі-
ант (ііі) нескладно дістати з рівності ′=AS SA , де матриця S  має вигляд 
(3). Твердження доведено.            □ 

Основний результат. Позначимо через l  номер першої ненульової діа-
гоналі вільного члена A  тричлена (1). За твердженням 4 ця діагональ не-
змінна за всіх перетворень (2) під дією матриці (3). Далі кожному елементу 

ija  в позиції ( , )i j  матриці A  поставимо у відповідність рядок довжини 

− 1n  вигляду 

− + − + − + + −− − −K, 1 1, , 2 2, , 1 1,i j i j i j i j i j n i n ja a a a a a , 

де = 0iqa , якщо < 1q , і = 0pja , якщо >p n . Назвемо такий рядок ( , )i j -

рядком матриці A . Якщо позиція ( , )i j  знаходиться не вище l -ої діагона-

лі, то відповідний ( , )i j -рядок є нульовим. З ( , )p q -рядків, що відповідають 

елементам у позиціях ( , )p q , розміщеним вище l -ої діагоналі, побудуємо 

матрицю. При цьому розташовуємо ( , )r s -рядок вище ( , )p q -рядка, якщо 
виконується одна з таких умов: 

– діагональ матриці A  з елементом rsa  знаходиться нижче діагоналі з 

елементом pqa ; 

– елементи rsa  і pqa  належать одній діагоналі, але <r p . 

Побудовану таким чином матрицю назвемо A -матрицею і позначимо 
( )H A . 

Означення 2. Матрицю A  називають канонічною в класі подібних 
−1S AS , де перетворювальна S  має вигляд (3), якщо її елементи, яким від-

повідає максимальна система перших лінійно незалежних рядків A -матри-
ці ( )H A , є нульовими. 

Теорема 1. У класі подібних матриць −1S AS , де перетворювальна S  
має вигляд (3), існує, причому єдина, канонічна матриця в сенсі озна- 
чення 2.  

Д о в е д е н н я. Існування. Нехай у першій ненульовій діагоналі ма-
триці A  (номер якої вище позначено через l ) першим ненульовим є еле-
мент 1ja  у позиції (1, )j . Якщо не всі елементи цієї діагоналі рівні між 

собою і + +1, 1( , )pg p ga a  – перша пара сусідніх нерівних елементів цієї діаго-

налі, то в матриці ( )H A  першим ненульовим є +( , 1)p q -рядок. Тоді в ма-

триці A  елемент у позиції +( , 1)p q  можна зробити нульовим, застосову-
ючи перетворення подібності матрицею вигляду (3), якщо в ній належно 
вибрати елемент 1s  і покласти =0 1s , = 0is  для > 1i . За рівності всіх еле-

ментів l -ої діагоналі першу пару сусідніх нерівних елементів шукаємо в 
наступній +( 1)l -ій діагоналі і т.д. У кожному разі елемент матриці A , яко-
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му відповідає перший відмінний від нуля рядок матриці ( )H A , можемо вва-
жати нульовим. 

Якщо в l -ій діагоналі матриці A  першим ненульовим є елемент ija  у 

позиції ( , )i j , причому > 1i , то в матриці ( )H A  першим ненульовим ряд-

ком є рядок, що відповідає елементу −1,i ja . Легко бачити, що спеціально 

підібраною матрицею перетворення подібності вигляду (3), де =0 1s  і всі 

решта елементи, крім 1s , дорівнюють нулеві, елемент в позиції −( 1, )i j  

матриці A  можна зробити нульовим. Якщо > 2i , то наступним лінійно 
незалежним з −( 1, )i j -рядком у матриці ( )H A  є −( 2, )i j -рядок. Перетво-

реннями типу (2) з матрицею перетворення S  вигляду (3), в якій =0 1s , 

= 0is , ≠ 2i , можемо зробити нульовим елемент −2,i ja  матриці A , не по-

рушивши при цьому нульовий її елемент у позиції −( 1, )i j , і т.д. 

Припускаємо за індукцією, що елементи матриці A , яким відповідають 
k , < ( )k rankH A , перших лінійно незалежних рядків K

1
, .

kt td d  матриці 

( )H A  є нульовими. Нехай 
+1kt

d  – наступний лінійно незалежний з 

K
1
, .

kt td d  рядок матриці ( )H A , який відповідає елементу ≠ 0pqa  матриці 

A . Розглянемо рівняння 

+

−

=

−

K M
M

1

1

1

1

0

0
k

k

t

t
n

pqt

d
x

d
x ad

       (4) 

з невідомими mx , = −K1, , 1m n . Останнє, очевидно, розв’язне. З розв’яз-

ків =m mx s  побудуємо матрицю вигляду (3) і за її допомогою трансфор-

муємо подібністю матрицю A : − ′=1S AS A . Отримана матриця ′A  матиме 
нулі в усіх позиціях елементів, яким відповідають перші + 1k  лінійно не-

залежні рядки матриці ′( )H A . Дійсно, з рівності  
′=AS SA      (5) 

для довільних елементів ija  і ′
ija  матриць A  і ′A  відповідно маємо: 

− + − + − + + −

−

′ ′ ′ ′− = − − −K M
1

, 1 1, , 2 2, , 1 1,

1

ij ij i j i j i j i j i j n i n j

n

s
a a a a a a a a

s
,  (6) 

де = 0isa , якщо < 1s , і ′ = 0rja , якщо >r n . Оскільки діагоналі матриці A , 

розміщені нижче елемента pqa , збігаються з відповідними діагоналями ма-

триці ′A , то рівність (6) для елементів pqa  і ′
pqa  можна записати у вигляді 

+

−

′ − = M
1

1

1

kpq pq t

n

s
a a d

s
. 

З останнього, враховуючи те, що стовпець 

−

M
1

1n

s

s
 задовольняє рівняння (4), 

дістаємо ′ = 0pqa .  

Єдиність. Нехай матриці A , ′A  подібні, причому перетворювальна ма-
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триця S  має вигляд (3). Згідно з твердженням 4 у матрицях A  і ′A  збіга-
ються l -ті діагоналі, які є першими ненульовими в кожній з них. Це 
значить, що у відповідних матрицях ( )H A  і ′( )H A  збігаються рядки, які 

відповідають елементам +( 1)l -их діагоналей матриць A  і ′A . Тоді, як лег-

ко бачити, в матрицях A , ′A  збігаються +( 1)l -ті діагоналі, а це у свою 

чергу призводить до збігання в матрицях ( )H A , ′( )H A  рядків, що відпові-

дають елементам +( 2)l -их діагоналей матриць A , ′A  і т.д. Припустимо за 

індукцією збігання +( )l k -их діагоналей матриць A , ′A  ( ≥ 1k ), а також 

рядків матриць ( )H A , ′( )H A , що відповідають елементам + +( 1)l k -их діа-

гоналей матриць A , ′A . Нехай ija , ′
ija  – перші елементи + +( 1)l k -их 

діагоналей матриць A , ′A  відповідно. З рівності (5) для цих елементів 
можна записати рівність (6), в якій рядок 

− + − + − + + −
′ ′ ′− − −K, 1 1, , 2 2, , 1 1,i j i j i j i j i j n i n ja a a a a a  

дорівнює ( , )i j -рядку матриці ( )H A  (чи ′( )H A ). Згідно з припущенням ін-

дукції для кожного рядка d  матриці ( )H A , що передує ( , )i j -рядку, вико-
нується рівність  

−

=M
1

1

0

n

s
d

s
. 

Тому, якщо ( , )i j -рядок є лінійною комбінацією попередніх рядків, то права 

частина в рівності (6) дорівнює нулеві. В іншому випадку ija , ′
ija  є нульови-

ми елементами згідно з означенням 2. У кожному разі ′=ij ija a . Аналогічні 

міркування, застосовані до наступної пари елементів + +( 1)l k -их діагона-

лей матриць A , ′A , призводять до рівності цих елементів. Отже, в матри-
цях A , ′A  збігаються + +( 1)l k -ші діагоналі. Теорема доведена.   □ 

З теореми 1 випливає, що елементи матриці A  тричлена (1), яким 
відповідають перші послідовні нульові рядки матриці ( )H A , є інваріантами 
відносно подібності (2) з матрицею перетворення S  вигляду (3). Більше 
того, якщо у верхньотрикутній матриці A  кожна з діагоналей має рівні 
елементи, за винятком передостанньої, то ця матриця є канонічною за рів-
ності нулю елемента в позиції (1, )n . У цьому випадку =( ) 1rankH A . 

Теорема 2. Нехай класи { ( ) ( )}CN x Q x , ′ ′ ′{ ( ) ( )}C N x Q x  напівскалярно ек-

вівалентних матриць містять унітальні матричні тричлени ( )K x , ′( )K x  виг-
ляду (1). Для збігання цих класів, тобто для напівскалярної еквівалентності 

матриць ′( ), ( )N x N x , необхідно і достатньо збігання канонічних форм у сенсі 

означення 2 вільних членів матричних поліномів ( )K x , ′( )K x . 
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