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МУЛЬТИПЛІКАТИВНІ АНАЛІТИЧНІ ВІДОБРАЖЕННЯ БАНАХОВИХ АЛГЕБР 
 

Побудовано нетривіальні приклади аналітичних мультиплікативних відо-
бражень банахових алгебр та доведено існування G -аналітичного розривного 
функціонала в алгебрі диференційовних функцій.  

 
Попередні відомості. Нехай A  – банахова алгебра з одиницею над полем 

комплексних чисел С . Відомо (див., напр., [1, 5]), що кожен лінійний муль-
типлікативний функціонал (характер), визначений на алгебрі A , є автома-
тично неперервним. Показано, що аналогічне твердження справедливе і для 
мультиплікативних поліномів з A  в С  [6]. Крім того, виявлено, що кожна 
ціла мультиплікативна функція з A  в С  є однорідним поліномом [3]. Де-
тальнішу інформацію про аналітичні відображення на банахових просторах 
можна знайти в монографії [2]. 
 Нижче запропоновано підхід до побудови мультиплікативних аналітич-
них функцій у деякій області банахової алгебри A . Як свідчать наведені 
приклади, такі функції не обов’язково є однорідними поліномами. Крім того, 
побудовано розривну G -аналітичну мультиплікативну функцію в деякій 
всюди щільній відкритій множині алгебри A . Цей приклад може бути ціка-
вим у контексті відомої відкритої проблеми Майкла про неперервність лі-
нійних мультиплікативних функціоналів алгебри Фреше [4]. 

Основні результати. Нехай a  – елемент алгебри A  з одиницею e , при-
чому − < 1e a , тобто a  міститься в одиничній кулі 1( )B e  з центром в оди-
ниці e . Тоді функція 
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і аналітична в одиничній кулі 1( )B e . 

 Нехай 1A , 2A , 3A  – комплексні банахові алгебри з одиницями, 

⊂ 1U A , ⊂ 2V A , множина U  замкнена відносно множення, множина V  

міститься в 1( )B e . Нехай Φ →: U V  – мультиплікативне аналітичне відо-

браження і →2 3:T A A  – лінійний оператор, що може бути необмеженим, 

а 2A  та 3A – комутативні алгебри. 

Розглянемо відображення ( )( )ΦΨ = Ψ = Φ,( ) ( ) exp ln ( )Ta a T a . 

Твердження. Відображення Ψ  – аналітичне мультиплікативне в 
області U . 

Д о в е д е н н я. Відображення Ψ буде аналітичним, бо воно є 
композицією аналітичних відображень.  

Доведемо тепер його  мультиплікативність: 

( )( )( ) Φ ΦΨ = Φ Φ = = Ψ Ψln ( ) ln ( )( ) exp ln ( ) ( ) ( ) ( )T a T bab T a b e e a b . 
Твердження доведено. 

Приклад 1. Якщо =( ) ( )T a g a  – лінійний функціонал, то Ψ  – аналі-
тичний мультиплікативний функціонал. 
 Зауважимо, що часто відображення Ψ  можна продовжити на ширшу 
область визначення.  

Приклад 2. Нехай Φ =( )a a , T  – гомоморфізм алгебр, тоді  

= =ln ln ( ) ( )T a T ae e T a . 

Якщо Φ =( ) na a , T  – гомоморфізм алгебр, то 
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( )=ln ( )
n nT ae T a . 

Якщо Φ = Φ Φ1( ) ( )... ( )na a a , T  – гомоморфізм алгебр, то 

( ) ( )Φ = Φ Φln ( )
1( ) ... ( )T a

ne T a T a . 

 Формулою Φ =( ) ( )a Т a  відображення Ψ  можна продовжити з одинич-

ної кулі 1( )B e  на всю алгебру =1 2A A . 

 Приклад 3. Нехай =T D  – оператор диференціювання алгебри A . 
Оскільки 

= +( ) ( ) ( )D ab D a b aD b , 
то 

( ) ( ) ( ) ( )Φ = Φ Φ = Φ Φ + Φ Φ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )D ab D a b D a b a D b . 
Визначимо 

( ) ( ) ( )−Φ = Φ Φo 1ln ( ) ( ) ( )D a D a a , 
отже, 

( )( )−Ψ = Φ Φo 1( ) exp ( )a D a . 

Це відображення можна продовжити на область, де визначено відобра-

ження −Φ 1 , тобто { }∈ Φ ≠, ( ) 0a A a . 

 Зауважимо, що коли відображення Φ  розкладається у добуток гомо-
морфізмів, то відображення Ψ  – поліном. 
 Нехай ϕ  – характер алгебри A з одиницею e , тоді точкове диферен-

ціювання ϕd  – це такий лінійний функціонал ϕ →:d A C , що 

ϕ ϕ ϕ= ϕ + ϕ( ) ( ) ( ) ( ) ( )d ab a d b b d a   ( ∈,а b A ). 

 Приклад 4. Нехай ϕ=T d  – точкове диференціювання, Φ =( )a a . 

Оскільки 
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Це відображення визначено скрізь, крім гіперплощини ϕ =( ) 0a . 

Приклад 5. Нехай = ( )A A D  – банахова алгебра аналітичних функцій 
у відкритому одиничному диску ⊂D C, які є неперервними на замиканні 

D . Визначимо  
ϕ = δ =0( ) ( ) (0)f f f   ( ∈ ( )f A D ). 

Очевидно, що ϕ  – характер. Якщо 
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то 
ϕ = 0( )f a   і  ϕ = 1( )d f a . 

У цьому випадку  
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Наведено [1] приклад алгебри [ ]= 0,1nA C  n -диференційовних функ-

цій, де точкове диференціювання θd  є розривним, θ  – деякий неперервний 

характер. Відображення 
θ

Ψd  визначене на відкритій множині θ\ KerA . 
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Теорема. 
θ

Ψd  – розривна G -аналітична функція. 

Д о в е д е н н я. Оскільки θd  – розривний лінійний функціонал, то θd  

– розривний у кожній точці. Виберемо ∉ θ0 Kerа ; тоді за теоремою про 

замкнений графік існує така послідовність → 0na a , що θ θ→ ≠ 0( ) ( )nd a b d a  

при → ∞n . Тоді  
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Це доводить розривність функціонала 
θ

Ψd , який буде G -аналітичною 

функцією, оскільки він є композицією G -аналітичного раціонального відо-

браження θ
θ

( )
( )

d a
a

, ∈ θ\ Kera A , та аналітичної функції ze , ∈z C . 
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МУЛЬТИПЛИКАТИВНЬІЕ АНАЛИТИЧЕСКИЕ ОТОБРАЖЕНИЯ БАНАХОВЫХ АЛГЕБР   

Построены нетривиальные примеры аналитических мультипликативных ото-
бражений банахових алгебр и доказано существование G -аналитического раз-
рывного функционала в алгебре дuфференцируемых функций. 

 
 

MULTIPLICATIVE ANALYTIC MAPPINGS OF BANACH ALGEBRAS 

There are сonstructed nontrivial examples of analytic multiplicative mappings of 
Banach algebras and it is proved the existence of a G -analytic discontinuous func-
tional in the algebras of differentiable functions.  
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