
 

ISSN 1810-3022. Прикл. проблеми мех. і мат. – 2013. – Вип. 11. – С. 21–32. 

УДК 517.95  
 

Г. А. Снітко  
 
ВИЗНАЧЕННЯ ЗАЛЕЖНИХ ВІД ЧАСУ ФУНКЦІЙ У МОЛОДШОМУ 
КОЕФІЦІЄНТІ ПАРАБОЛІЧНОГО РІВНЯННЯ В ОБЛАСТІ З ВІЛЬНОЮ 
МЕЖЕЮ  
 

Встановлено умови існування та єдиності розв’язку оберненої задачі визна-
чення залежних від часу параметрів у коефіцієнті за невідомої функції в 
одновимірному параболічному рівнянні в області з вільною межею.  

  
Çàäà÷à, ÿêу äîñë³äæóºмо, ïîºäíóº äâà òèïè çàäà÷: êîåô³ö³ºíòíó îáåð-

íåíó òà çàäà÷ó ç â³ëüíîþ ìåæåþ. Êîåô³ö³ºíòí³ îáåðíåí³ çàäà÷³, â ÿêèõ äî 
íåâ³äîìèõ íàëåæèòü îäèí àáî äåê³ëüêà êîåô³ö³ºíò³â ð³âíÿííÿ, â îáëàñòÿõ ç 
â³äîìèìè ìåæàìè äîñòàòíüî ïîâíî âèâ÷åí³, зîêðåìà [8, 15], îáåðíåí³ çàäà÷³ 
âèçíà÷åííÿ êîåô³ö³ºíòà за íåâ³äîìої ôóíêö³¿ â îäíîâèì³ðíîìó ïàðàáîë³÷íî-
ìó ð³âíÿíí³. Вèñâ³òëåíî [5, 6, 9] пèòàííÿ îäíî÷àñíî¿ ³äåíòèô³êàö³¿ êîåô³ö³-
ºíòів òåïëîïðîâ³äíîñò³ òà òåïëîºìíîñò³. Дîñë³äæåíî [11] çàäà÷ó îäíî÷àñíîãî 
âèçíà÷åííÿ ôóíêö³é, ùî çàëåæàòü â³ä ð³çíèõ àðãóìåíò³â, ó êîåô³ö³ºíò³ за 
íåâ³äîìої ôóíêö³¿ â îäíîâèì³ðíîìó ïàðàáîë³÷íîìó ð³âíÿíí³. 

Áàãàòî ïðàêòè÷íî âàæëèâèõ çàäà÷ çâедено äî çàäà÷ ç â³ëüíèìè ìåæà-
ìè. Çàì³íîþ çì³ííèõ çàäà÷³ ç â³ëüíèìè ìåæàìè ìîæíà çâåñòè äî êîåô³ö³-
ºíòíèõ îáåðíåíèõ çàäà÷ â îáëàñòÿõ ç â³äîìèìè ìåæàìè. Зíàéäåíî [1, 2, 4] 
óìîâè ³ñíóâàííÿ òà ºäèíîñò³ ðîçâ’ÿçê³â îáåðíåíèõ çàäà÷ äëÿ îäíî- і двови-
мірних ïàðàáîë³÷íèõ ð³âíÿíü ç íåâ³äîìèìи, çàëåæíèìи â³ä ÷àñó, ñòàðøèìи 
êîåô³ö³ºíòаìи â îáëàñòÿõ ç â³ëüíèìè ìåæàìè. Встановлено [3] умови одно-
значної розв’язності задачі з вільною межею для двовимірного параболіч-
ного рівняння у криволінійному прямокутнику, розташування криволінійної 
частини якого визначає функція, що є добутком невідомої функції часу та 
заданої функції просторової змінної. Âивчено [12, 14] îáåðíåí³ çàäà÷³ âèçíà-
÷åííÿ çàëåæíîãî â³ä ÷àñó êîåô³ö³ºíòà за íåâ³äîìої ôóíêö³¿ â îäíîâèì³ðíîìó 
ïàðàáîë³÷íîìó ð³âíÿíí³ â îáëàñò³, ÷àñòèíà àáî âñÿ ìåæà ÿêî¿ íåâ³äîìі. 

Рîçãëÿнемо îáåðíåíу çàäà÷у âèçíà÷åííÿ êîåô³ö³ºíòà за íåâ³äîìої ôóíê-
ö³¿ îäíîâèì³ðíîãî ïàðàáîë³÷íîãî ð³âíÿííÿ ç äâîìà íåâ³äîìèìè ïàðàìåòðàìè, 
çàëåæíèìè â³ä ÷àñó, â îáëàñò³ ç â³ëüíîþ ìåæåþ. 

Формулювання задачі. В області ( , ) : 0 ( ),  0T x t x h t t TΩ = < < < <{ } , 
де = ( )h h t  – невідома функція, розглядаємо параболічне рівняння 

 1 2= ( , ) ( , ) ( ( ) ( )) ( , ),    ( , ) ,t xx x Tu a x t u b x t u c t x c t u f x t x t+ + + + ∈ Ω  (1) 

з невідомими функціями 1 2( ), ( )c t c t  за початкової умови  

 = ϕ ∈( ,0) ( ),    0, (0)u x x x h[ ] , (2) 

крайових умов  

 1 2(0, ) ( ),    ( ( ), ) ( ),    0,u t t u h t t t t T= µ = µ ∈ [ ],  (3) 

та умов перевизначення  

 
( )

3

0

( , ) ( ), 3,5,    0,
h t

i
ix u x t dx t i t T− = µ = ∈∫ [ ].  (4) 

Увівши нову змінну 
( )
xy

h t
= , зводимо задачу (1)–(4) до оберненої за-

дачі з невідомими 1 2( ( ), ( ), ( ), ( , ))h t c t c t v y t , де ( , ) ( ( ), ),v y t u yh t t=  в області з 

відомою межею ( , ) : 0 1,  0TQ y t y t T= < < < <{ } : 

 
′+

+ + + +1 22

( ( ), ) ( ( ), ) ( )
= ( ( ) ( ) ( ))

( )( )
t yy y

a yh t t b yh t t yh t
v v v yh t c t c t v

h th t
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 ( ( ), ),    ( , ) Tf yh t t y t Q+ ∈ , (5) 

 = ϕ ∈( ,0) ( (0)),    0,1v y yh y [ ] , (6) 

 1 2(0, ) ( ),    (1, ) ( ),    0,v t t v t t t T= µ = µ ∈ [ ] , (7) 

 
1

3
0

( ) ( , ) ( ),    0,h t v y t dy t t T= µ ∈∫ [ ] , (8) 

 
1

2
4

0

( ) ( , ) ( ),    0,h t yv y t dy t t T= µ ∈∫ [ ] , (9) 

 
1

3 2
5

0

( ) ( , ) ( ),    0,h t y v y t dy t t T= µ ∈∫ [ ] . (10) 

Існування розв’язку задачі (5)–(10).  

Теорема 1. Нехай виконуються умови 

1) [ ]1,0 2, , ([0, ) 0, ),    0,1 ,a b f C T C∈ ∞ × ϕ ∈[ ] 1 0,    1,5;i C T iµ ∈ =[ ],  

2) < ≤ ≤ ≥ ∈ ∞ × ϕ ≥ ϕ >0 1 0 00 ( , ) , ( , ) 0,   ( , ) [0, ) 0, , ( ) 0,  a a y t a f y t y t T yh[ ]  

 [0, ), ( ) 0,   2,5, 0,iy t i t T∈ ∞ µ > = ∈ [ ],  де ϕ0 1 0 , , a a  – відомі додатні 
сталі; 

3)  ϕ = µ ϕ = µ ϕ = µ∫
1

2
1 0 2 0 0 4

0

(0) (0),  ( ) (0),  ( ) (0),h h y yh dy  

ϕ = µ∫
1

3 2
0 0 5

0

( ) (0),h y yh dy  де 0 (0) 0h h= >  – розв’язок рівняння 

ϕ = µ∫
1

0 3
0

(0) ( ) (0).h yh dy  

Тоді можна вказати таке число 0 0,0T T T< ≤ , яке визначається ви-

хідними даними, що існує розв’язок 1 2
1 2 0 0( , , , ) [0, ] ( [0, ])h c c v C T C T∈ × ×  

2,1

0
( ),TC Q×  0( ) > 0, [0, ],h t t T∈  задачі (5)–(10). 

Простори 1 2,1[0, ], [0, ], ( )TC T C T C Q  введено в праці [7, c. 17]. 

Д о в е д е н н я. Доведення існування розв’язку задачі (5)–(10) базу-
ється на застосуванні теореми Шаудера про нерухому точку цілком непе-
рервного оператора. Зведемо задачу (5)–(10) до системи рівнянь. Введемо 
нову функцію 

 % − ϕ − µ − µ + − µ − µ0 2 2 1 1( , ) = ( , ) ( ) ( ( ) (0)) ( 1)( ( ) (0)).v y t v y t yh y t y t  

Для цієї функції одержуємо задачу:  

 % % %
0 0 2 22

( ( ), ) ( ( ), ) ( )
= ( ( ) ( ) (0)

( )( )
t yy y

a yh t t b yh t t yh t
v v v h yh t

h th t

′+ ′+ + ϕ + µ − µ −  

 %
1 1 1 2 0 2 2( ) (0)) ( ( ) ( ) ( ))( ( ) ( ( ) (0))t yh t c t c t v yh y t−µ + µ + + + ϕ + µ − µ +  

 2
1 1 0 0 22

( ( ), )
(1 )( ( ) (0))) ( ) ( ( ), ) ( )

( )

a yh t t
y t h yh f yh t t y t

h t
′′ ′+ − µ − µ + ϕ + − µ +  

 1( )( 1), ( , ) ,Tt y y t Q′+µ − ∈  

 %( ,0) = 0, [0,1],v y y ∈  

 % %(0, ) = (1, ) = 0, [0, ].v t v t t T∈  (11) 

 За допомогою функції Гріна η τ1( , , , )G y t  першої крайової задачі для 
рівняння  
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 % % %+
2

( ( ), ) ( ( ), )
=

( )( )
t yy y

a yh t t b yh t t
v v v

h th t
 

задачу (11) зводимо до рівняння  

% %
1

1 0 0 2 2 1
0 0

( )
( , ) = ( , , , ) ( ( , ) ( ) ( ) (0) ( )

( )

t
h

v y t G y t v h h
h

η
′η τ ′η τ η τ + ϕ η + µ τ − µ − µ τ + τ∫∫

 1 0 0 2 2 1 1 2
( ( ), )

(0)) ( ( ) ( ) (0) ( ) (0)) ( ( )
( )

b h
h h c

h
η τ τ ′+µ + ϕ η + µ τ − µ − µ τ + µ + τ +

τ
 

 %
1 2 2 1 1 0( ) ( ))( ( , ) ( ( ) (0)) (1 )( ( ) (0)) ( ))h c v h+η τ τ η τ + η µ τ − µ + − η µ τ − µ + ϕ η +  

 2
2 1 0 02

( ( ), )
( ( ), ) ( ) ( )( 1) ( ) ,

( )

a h
f h h h d d

h

η τ τ′ ′ ′′+ η τ τ − ηµ τ + µ τ η − + ϕ η η ττ 
 

 ( , ) .Ty t Q∈  (12) 

Позначимо ( , ) ( , ), ( ) ( )yw y t v y t p t h t′= = . Подамо рівняння (12) у вигляді 

 ϕ + µ − µ + − µ − µ +0 2 2 1 1( , ) = ( ) ( ( ) (0)) (1 )( ( ) (0))v y t yh y t y t  
1

1 1 2
0 0

( )
( , , , ) ( , ) ( ( ) ( ) ( )) ( , )

( )

t
p

G y t w h c c v
h

η τ+ η τ η τ + η τ τ + τ η τ + τ∫∫  

 0 0 2 2 1 1 1
( ( ), )

( ( ) ( ) (0) ( ) (0)) ( )( 1)
( )

b h
h h

h
η τ τ ′ ′+ ϕ η + µ τ − µ − µ τ + µ + µ τ η − −

τ
 

 2
2 0 02

( ( ), )
( ) ( ( ), ) ( ) ,    ( , ) .

( )
T

a h
f h h h d d y t Q

h

η τ τ′ ′′−ηµ τ + η τ τ + ϕ η η τ ∈τ 
 (13) 

Продиференціювавши (13) за змінною y , одержуємо:  
1

0 0 2 2 1 1 1
0 0

( , ) = ( ) ( ) (0) ( ) (0) ( , , , )
t

yw y t h yh t t G y t′ϕ + µ − µ − µ + µ + η τ ×∫∫  

 1 2 0 0
( ) ( ( ), )

( , ) ( ( ) ( ) ( )) ( , ) ( ( )
( ) ( )
p b h

w h c c v h h
h h

η τ η τ τ ′× η τ + η τ τ + τ η τ + ϕ η + τ τ
 

 2 2 1 1 1 2( ) (0) ( ) (0)) ( )( 1) ( ) ( ( ), )f h′ ′+µ τ − µ − µ τ + µ + µ τ η − − ηµ τ + η τ τ +  

 2
0 02

( ( ), )
( ) ,    ( , ) .

( )
T

a h
h h d d y t Q

h

η τ τ ′′+ ϕ η η τ ∈τ 
 (14) 

З умови (8) отримуємо:  

 3
1

0

( )
( ) ,   0,

( , )

t
h t t T

v y t dy

µ
= ∈

∫
[ ] . (15) 

Продиференціювавши співвідношення (8)–(10) за змінною t  і використавши 
рівняння (5), одержуємо: 

 
1

1 4
0

( ) = ( ( )(( ( ( ), ) ( ( ), )) ( , ) ( ) ( ( ), ))( ( ) ( )xc t h t b yh t t a yh t t w y t h t f yh t t h t t


− + µ −

∫  

 2 2
5 3 5 3 4( ) ( ( ) ( ) ( )) ( )( ( ) ( ) ( ))) ( ( ), )t y h t t t y h t h t t t a yh t t−µ − µ − µ + µ − µ − ×  

 2
5 3 4 3 5 4( , )( ( ) ( ) ( ) 2 ( )( ( ) ( ) ( )))) ( )( ( )w y t t h t t yh t t h t t dy t t′× µ − µ − µ − µ + µ µ −  

 2
3 4 3 5 3 5( ) ( )) ( )( ( ) ( ) ( )) ( ( ) ( ) (0, ) (0, ))( ( )h t t t h t t t t h t a t w t t′ ′− µ + µ µ − µ + µ + µ −  

 1
4( ) ( )) ( ),   [0, ],h t t t t T−

− µ ∆ ∈


 (16) 
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1 1

4 3
2

0 0

( ) = ( ) ( , ) ( ( )(1 )(( ( ( ), ) ( ( ), )) ( , )xc t h t y v y t dy h t y b yh t t a yh t t w y t
 

− − +  
∫ ∫  

 3( ) ( ( ), )) ( ( ), )) ( , )) (0, ) (0, ) ( ) ( )h t f yh t t a yh t t w y t dy a t w t h t t′+ + − − µ +  

 
1

4
0

( )) ( ) ( ( )(( ( ( ), ) ( ( ), )) ( , ) ( ) ( ( ), ))xt h t h t b yh t t a yh t t w y t h t f yh t t′+µ − − + ×∫  

 2
5 4 4 5 4( ( ) ( ) ( ) ( ( ) ( ) ( ))) ( ( ), ) ( , )( ( ) ( )t yh t t y h t t t a yh t t w y t h t t× µ − µ + µ − µ + µ −  

 2
4 5 5 4 5 4 42 ( ( ) ( ) ( )))) ( )( ( ) ( ) ( )) ( ) ( ) ( )y h t t t dy t h t t t t h t t′ ′− µ − µ + µ µ − µ − µ µ +  

 1
3 5( ( ) ( ) (0, ) (0, )) ( ) ( ) ( ),    [0, ],t h t a t w t h t t t t T−′+ µ + µ ∆ ∈


 (17) 

 
1 1

4 3

0 0

( ) = ( ) ( , ) ( (( ( ( ), ) ( ( ), )) ( , ) ( )xp t h t y v y t dy b yh t t a yh t t w y t h t
 

− + ×  
∫ ∫  

 3 4 3 4 3( ( ), ))( ( ) ( ) ( )) ( ) ( ( ), ) ( , )) ( ) ( )f yh t t yh t t t t a yh t t w y t dy t t′× µ − µ − µ + µ µ +  

 )4 3 4 3 4
(0, ) ( ( ), )

( ) (0, ) ( ( ) ( ) ( )) (1, ) ( ) ( )
( ) ( )

a t a h t t
t w t h t t t w t t t

h t h t
′+ µ + µ − µ − µ µ −  

 
1

2 2
3 5

0

((( ( ( ), ) ( ( ), )) ( , ) ( ) ( ( ), ))( ( )( ( ) ( )xb yh t t a yh t t w y t h t f yh t t y h t t t− − + µ µ −∫  

 2 2
4 5 4 5 4 5( )) ( ) ( ) ( ) ( )) ( ( ), ) ( , )( ( ) ( ) 2 ( )t t yh t t t a yh t t w y t t t yh t−µ − µ + µ µ − µ µ + ×  

 2 2 2 2
3 5 4 5 4 5 3( ( ) ( ) ( )))) ( ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ( ) ( )t t t dy t h t t h t t h t t× µ µ − µ + µ + µ − µ µ +  

 2 2
4 5 5 3 5 4

( ( ), ) (0, )
( ))) (1, ) ( ) (0, ) ( )( ( ) ( ) ( ))

( ) ( )
a h t t a t

t w t t w t t t t t
h t h t

′+µ − µ + µ µ µ − µ +   

 2 1
4 4 5 3 5 2( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ( ) ( )) ,    [0, ],t t t t t t t t T−′ ′+µ µ µ − µ µ µ ∆ ∈


 (18) 

де   

 

1 1
2

6 0 0
1 1

2 3

0 0

(1 ) ( , ) ( ) ( , )

( ) ( ) .

(1 ) ( , ) ( ) ( , )

y v y t dy y y v y t dy

t h t

y v y t dy y y v y t dy

− −

∆ =

− −

∫ ∫

∫ ∫
 

Таким чином, задачу (5)–(10) зведено до системи рівнянь (13)–(18) 
відносно невідомих 1 2( ( , ), ( , ), ( ), ( ), ( ), ( )).v y t w y t h t c t c t p t  Якщо 1 2( , , , )h c c v ∈ 

1 2 2,1[0, ] ( [0, ]) ( )TC T C T C Q∈ × ×  є розв’язком задачі (5)–(10), то 
2 4

1 2( , , , , , ) ( ( )) ( [0, ])Tv w h c c p C Q C T∈ ×  є розв’язком системи рівнянь (13)–(18). 
Правильним є і обернене твердження.  

Нехай 1 2( , , , , , )v w h c c p  є неперервним розв’язком системи рівнянь (13)–
(18). Умови теореми 1 дають можливість продиференціювати (13) за 
змінною .y  Праві частини отриманої рівності та рівності (14) збігаються, 

тому можемо зробити висновок, що ( , ) ( , )yw y t v y t≡ . Отже, функція 

2,1( )Tv C Q∈  задовольняє рівняння  

1 22

( ( ), ) ( ( ), ) ( )
( ( ) ( ) ( ))

( )( )
t yy y

a yh t t b yh t t yp t
v v v yh t c t c t v

h th t

+
= + + + +   

( ( ), ), ( , ) ,Tf yh t t y t Q+ ∈  (19) 
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та умови (6), (7) для довільних неперервних на [0, ]T  функцій 1( )c t , 2( )c t , 

( ), ( )h t p t . Рівність (15) збігається з умовою (8). Подамо рівняння (16)–(18) у 
вигляді 

2 1 4 2 3
(0, ) ( ( ), )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) (0, ) (1, )
( ) ( )y y

a t a h t t
p t t с t t c t t v t v t

h t h t
µ + µ + µ = − +  

 
1

3
0

( ) (( ( ( ), ) ( ( ), )) ( , ) ( ) ( ( ), ) ) ,x yt b yh t t a yh t t v y t h t f yh t t dy′+µ − − +∫  (20) 

2 1 5 2 4 4( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ( ), ) (1, ) ( )yp t h t t с t t c t t a h t t v t t′µ + µ + µ = − + µ −  

 
1

0

( ( )(( ( ( ), ) ( ( ), )) ( , ) ( ) ( ( ), ) )x yyh t b yh t t a yh t t v y t h t f yh t t− − + −∫  

 ( ( ), ) ( , )) ,ya yh t t v y t dy−  (21) 

1
2 4 3

2 1 2 5 5
0

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( , ) ( ) ( ) ( )p t h t t с t h t y v y t dy c t t t′µ + + µ = µ −∫  

1

0

( ) ( ( ), ) (1, ) ( ) ( ( ) (( ( ( ), ) ( ( ), )) ( , )y x yh t a h t t v t h t y h t y b yh t t a yh t t v y t− − − +∫  

 ( ) ( ( ), ) ) 2 ( ( ), ) ( , ))yh t f yh t t a yh t t v y t dy+ − . (22) 

Припущення теореми дають можливість продиференціювати (15) за змін-
ною t . Використавши те, що функція ( , )v y t  задовольняє рівняння (19), і 
віднявши від отриманої рівності рівняння (20), одержуємо: 

3 ( )
( ( ) ( )) 0

( )
t

h t p t
h t
µ′ − = . 

Отже, ( ) ( )p t h t′= , 1 0,h C T∈ [ ]  і функція ( , )v y t  задовольняє рівняння (5). 
Зведемо (21), (22) до вигляду  

 
1 1

2
2

0 0

( ( ), )
2 ( ) ( ) ( , ) ( ) ( , )

( )
yy

a yh t t
h t h t yv y t dy h t y v y t

h t
′ + +
∫ ∫  

 1 2
( ( ), ) ( )

( , ) ( ( ) ( ) ( )) ( , )
( ) y

b yh t t yh t
v y t yh t c t c t v y t

h t

′+
+ + + +  

 4( ( ), ) ( )f yh t t dy t ′+ = µ


, 

 
1 1

2 2 3 2
2

0 0

( ( ), )
3 ( ) ( ) ( , ) ( ) ( , )

( )
yy

a yh t t
h t h t y v y t dy h t y v y t

h t
′ + +
∫ ∫  

 1 2
( ( ), ) ( )

( , ) ( ( ) ( ) ( )) ( , )
( ) y

b yh t t yh t
v y t yh t c t c t v y t

h t

′+
+ + + +  

 5( ( ), ) ( )f yh t t dy t ′+ = µ


. 

Використавши рівняння (5) і проінтегрувавши цю рівність від 0 до t , отри-
муємо умови (9), (10).  

Отже, еквівалентність задачі (5)–(10) та системи рівнянь (13)–(18) у 
вище зазначеному сенсі доведено.  

Подамо ( )t∆  у вигляді [10, с. 72] 

1 16
1 2 1 2
2 2 1 2

1 1 2 21 20 0

1 1 ( , ) ( , )( )( )
( , ) ( , )2 1 1

y y v y t v y th tt dy dy
y v y t y v y ty y

− −
∆ = =

− −∫ ∫  
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1 16

2
1 2 2 1 1 2 1 2

0 0

( ) (1 )(1 )( ) ( , ) ( , ) .
2

h t y y y y v y t v y t dy dy= − − −∫ ∫  

Встановимо оцінки знизу функцій ( , )v y t  і ( )h t . Оскільки всі доданки (13), 

крім першого, прямують до нуля при 0t → , то згідно з умовами 2) теоре-
ми 1 можемо зробити висновок про існування такого числа 1 1, 0 ,t t T< ≤  
яке визначає нерівність  

1

2 2 1 1 1
0 0

( )
( ( ) (0)) (1 )( ( ) (0)) ( , , , ) ( , )

( )

t
p

y t y t G y t w
h

η τµ − µ + − µ − µ + η τ η τ + τ∫∫  

1 2 0 0 2 2 1
( ( ), )

( ( ) ( ) ( )) ( , ) ( ( ) ( ) (0) ( )
( )

b h
h c c v h h

h
η τ τ ′+ η τ τ + τ η τ + ϕ η + µ τ − µ − µ τ +

τ
 

2
1 1 2 0 02

( ( ), )
(0)) ( )( 1) ( ) ( ( ), ) ( )

( )

a h
f h h h d d

h

η τ τ′ ′ ′′+µ + µ τ η − − ηµ τ + η τ τ + ϕ η η τ ≤τ 
 

 
10

[0,1]

1 min ( ),    ( , ) ,
2 tyh y t Q≤ ϕ ∈  (23) 

що  

0 0
[0,1]

1( , ) min ( ) 0,
2

v y t yh M≥ ϕ ≡ >    
1

( , ) .ty t Q∈  (24) 

Врахувавши (23), з (13) одержуємо: 

0 0 1
[0,1]

( , ) max ( ) ,v y t yh M M≤ ϕ + ≡ < ∞   
1

( , ) .ty t Q∈  (25) 

Тоді для розв’язків рівняння (15) справедлива нерівність 

 3 0
[0, ]1

1( ) min ( ) 0,
T

h t t H
M

≥ µ ≡ >  10,t t∈ [ ] . (26) 

Таким чином, 

0( ) 0t C∆ ≥ > , 10,t t∈ [ ] . (27) 

 Встановимо оцінки розв’язків системи рівнянь (13)–(18). Врахувавши 
(25), для розв’язків рівняння (15) одержуємо нерівність 

 3 1
[0, ]0

1( ) max ( ) ,
T

h t t H
M

≤ µ ≡ < ∞  10,t t∈ [ ] . (28) 

Позначимо 
0,1

( ) max ( , )
y

W t w y t
∈

=
[ ]

. З (16)–(18), врахувавши (25)–(28), отри-

муємо: 

1 1 2( ) ( )c t C C W t≤ + , 2 3 4( ) ( )c t C C W t≤ + , 

5 6( ) ( ),p t C C W t≤ +    10,t t∈ [ ] . (29) 

Використавши (25), (26), (28), (29) та оцінку функції ¥ріна [7, с. 469]  
1

7
1

0

( , , , ) ,   y

C
G y t d

t
η τ η ≤

− τ∫  

з (14) одержуємо:  
2

8 9 1
0

( ) ( )( ) ,   0,
t
W WW t C C d t t

t

τ + τ≤ + τ ∈
− τ∫ [ ] . 

Позначимо 1( ) ( ) 1W t W t= + , тоді попередню нерівність подамо у вигляді  

 
2
1

1 10 11 1
0

( )
( ) ,         0,

t W
W t C C d t t

t

τ
≤ + τ ∈

− τ∫ [ ] . (30) 

Піднесемо обидві частини нерівності до квадрата та використаємо нерів-
ність Коші–Буняковського 
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4

2 1
1 12 13

0

( )
( )

t W
W t C C d

t

τ
≤ + τ

− τ∫ . 

Замінивши t  на σ , домножимо попередню нерівність на 1
t − σ

 та проінте-

груємо від 0 до t :  

 
2 4
1 1

14 13
0 0 0

( ) ( )t tW Wdd C C d
t t

σσ τσσ ≤ + τ
− σ − σ σ − τ∫ ∫ ∫ . 

Змінивши порядок інтегрування у другому доданку правої частини нерів-
ності та використавши рівність  

( )( )

t
d

tτ

σ = π
− σ σ − τ∫ ,  

одержуємо:  

 
2

41
14 15 1

0 0

( )
( )

t tW
d C C W d

t

σ
σ ≤ + τ τ

− σ∫ ∫ . (31) 

Підставивши (31) в (30), отримуємо: 

 4
1 16 17 1

0

( ) ( )
t

W t C C W d≤ + τ τ∫ . 

Позначимо 4
16 17 1

0

( ) ( )
t

S t C C W d≤ + τ τ∫ . Тоді  

4
17( ) ( ).S t C S t′ ≤  

Інтегруючи це співвідношення, знаходимо:  

16
18 033

16 17

( ) , [0, ],
1 3

C
S t C t T

C C t
≤ ≤ ∈

−
 

де число 0 0 1, 0 ,T T t< ≤  задовольняє умову 3
16 17 01 3 0C C T− > . Таким чином, 

 2 0( ) ,              0,W t M t T≤ < ∞ ∈ [ ] . 

Тоді 

1 1 2 2 1( ) ,c t C C M B≤ + ≡ < ∞  2 3 4 2 2( ) ,c t C C M B≤ + ≡ < ∞  

5 6 2 3( ) ,p t C C M B≤ + ≡ < ∞  00,t T∈ [ ] . 

Подамо систему рівнянь (13)–(18) у вигляді операторного рівняння  

 Pω = ω , 

де 1 2( , ), ( , ), ( ), ( ), ( ), ( )v y t w y t h t c t c t p tω = ( ) , а оператор 1 6( , , )P P P= K  
визначає праві частини рівнянь (13)–(18). Позначимо 

0

2 4
1 2 0 0 1 2( , , , , , ) ( ) [0, ] :  ( , ) , ( , ) ,TN v w h c c p C Q C T M v y t M w y t M= ∈ × ≤ ≤ ≤{ ( ) ( )  

0 1 1 1 2 2 3( ) ,  ( ) ,  ( )  ( )H h t H c t B c t B p t B≤ ≤ ≤ ≤ ≤, } . З наведених вище оці-

нок випливає, що множина N  задовольняє умови теореми Шаудера про 
нерухому точку, а оператор P  переводить N  у себе. Залишилося довести, 
що множина PN  компактна у просторі неперервних функцій, або, згідно з 
теоремою Арцела–Асколі, рівномірно обмежена та одностайно неперервна. 
З наведених вище оцінок можна стверджувати, що множина PN  рівномір-
но обмежена. За умов 1) і 2) теореми 1, аналогічно міркуючи як у праці [13], 
легко переконатися у тому, що множина PN  одностайно неперервна. Таким 
чином, за теоремою Шаудера про нерухому точку існує розв’язок 
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0

2 4
1 2 0( , , , , , ) ( ( )) ( [0, ])Tv w h c c p C Q C T∈ ×  системи рівнянь (13)–(18), а отже, роз-

в’язок задачі (5)–(10) при 
0

( , ) Ty t Q∈ .  

Теорему 1 доведено. 

Єдиність розв’язку задачі (5)–(10).  
Теорема 2. Нехай виконуються умови 

1) 2,0 ([0, ) 0, ),a C T∈ ∞ × [ ]  1,0, ([0, ) 0, )b f C T∈ ∞ × [ ] ,  

2) ( , ) 0,a y t >  ( , ) [0, ) 0, ,y t T∈ ∞ × [ ]  0 0( ) 0,yhϕ ≥ ϕ >  [0, ),y ∈ ∞  ( ) 0i tµ > , 

1,3,i =  0,t T∈ [ ].  
Тоді задача (5)–(10) не може мати двох різних розв’язків 

1 2 2,1
1 2( , , , ) [0, ] ( [0, ]) ( ),Th c c v C T C T C Q∈ × ×  ( ) > 0,h t  [0, ].t T∈  

Д о в е д е н н я. Нехай ( ),ih t( 1 2( ), ( ), ( , ) ,  1, 2i i ic t c t v y t i =)  – два роз-
в’язки задачі (5)–(10). Позначимо: 

 1 2

( )
( ),   1, 2,     p( ) ( ) ( ),

( )
i

i
i

h t
p t i t p t p t

h t

′
= = = −  

 11 12 21 22 1 2( ) ( ) ( ),   ( ) ( ) ( ),  ( , ) ( , ) ( , )r t c t c t q t c t c t v y t v y t v y t= − = − = − . 

Функції ( ), ( ), ( ), ( , )p t q t r t v y t  задовольняють рівняння  

 1 1
1 1 11 212

11

( ( ), ) ( ( ), )
= ( ) ( ( ) ( ) ( ))

( )( )
t yy y

a yh t t b yh t t
v v yp t v yh t c t c t v

h th t

 + + + + + 
 

 

 1
1 12 1 2 2

1

( ( ), )
( ( ) ( ) ( )( ( ) ( )) ( ))

( )
b yh t t

yh t r t yc t h t h t q t v
h t

+ + − + + −


 

 2 1 2
2 22 2

2 1 2

( ( ), ) ( ( ), ) ( ( ), )
( )

( ) ( ) ( )
y yy

b yh t t a yh t t a yh t t
yp t v v

h t h t h t

 − + + − +     
 

 1 2( ( ), ) ( ( ), ),    ( , ) ,Tf yh t t f yh t t y t Q+ − ∈  (32) 
та умови  
 ( ,0) 0,                           0,1v y y= ∈ [ ] , (33) 

 (0, ) (1, ) 0,                  0,v t v t t T= = ∈ [ ] , (34) 

 
1

3
1 20

1 1( , ) ( ) ,        0,
( ) ( )

v y t dy t t T
h t h t

 = µ − ∈ 
 ∫ [ ] , (35) 

 
1

4 2 2
1 20

1 1( , ) ( ) ,         0,
( ) ( )

yv y t dy t t T
h t h t

 = µ − ∈ 
 ∫ [ ] , (36) 

 
1

2
5 3 3

1 20

1 1( , ) ( ) ,         0,
( ) ( )

y v y t dy t t T
h t h t

 = µ − ∈ 
 ∫ [ ] . (37) 

За допомогою функції ¥ріна 1 ( , , , )G y t∗ η τ  першої крайової задачі для 
рівняння  

 1 1
1 1 11 212

11

( ( ), ) ( ( ), )
= ( ) ( ( ) ( ) ( ))

( )( )
t yy y

a yh t t b yh t t
v v yp t v yh t c t c t v

h th t

 + + + + 
 

 

розв’язок задачі (32)–(34) подамо у вигляді 

 (
1

1 1 12 1 2
0 0

( , ) ( , , , ) ( ( ) ( ) ( )( ( ) ( ))
t

v y t G y t h r c h h∗= η τ η τ τ + η τ τ − τ +∫ ∫  
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 1 2
2 2

1 2

( ( ), ) ( ( ), )
( )) ( , ) ( ) ( , )

( ) ( )
b h b h

q v p v
h h η

η τ τ η τ τ + τ η τ + − + η τ η τ + τ τ 
 

 1 2
2 12 2

1 2

( ( ), ) ( ( ), )
( , ) ( ( ), )

( ) ( )

a h a h
v f h

h h
ηη

 η τ τ η τ τ
+ − η τ + η τ τ −  τ τ 

 

 )2( ( ), ) ,    ( , ) Tf h d d y t Q− η τ τ η τ ∈ . (38) 

Продиференціювавши (38) за змінною y , отримуємо: 

 (
1

1 1 12 1 2
0 0

( , ) ( , , , ) ( ( ) ( ) ( )( ( ) ( ))
t

y yv y t G y t h r c h h∗= η τ η τ τ + η τ τ − τ +∫ ∫  

 1 2
2 2

1 2

( ( ), ) ( ( ), )
( )) ( , ) ( ) ( , )

( ) ( )
b h b h

q v p v
h h η

η τ τ η τ τ + τ η τ + − + η τ η τ + τ τ 
 

 1 2
2 12 2

1 2

( ( ), ) ( ( ), )
( , ) ( ( ), )

( ) ( )

a h a h
v f h

h h
ηη

 η τ τ η τ τ
+ − η τ + η τ τ −  τ τ 

 

 )2( ( ), ) ,    ( , ) Tf h d d y t Q− η τ τ η τ ∈ . (39) 

 Оскільки для 1 ( ),ic t 2 ( ), ( ),  1,2i ic t h t i′ = , справджуються рівності, ана-
логічні (16)–(18), то  

4 3 1
2

1 1 1 1

( ) ( ) ( ( ), ) (0, )
( ) ( ) ( ) ( ) (1, ) (0, )

( ) ( ) ( ) ( )y y

t t a h t t a t
p t t r t q t v t v t

h t h t h t h t
µ µ

µ + + = − + +  

 ( ) 2
2 1 22 2 2

1 2 2

( , )1 1 (0, ) (0, ) ( ( ), ) (1, )
( ) ( ) ( )

y
y y

v y t
a t v t a h t t v t

h t h t h t

 
+ − − − ×  

 
 

 ( )
1

1 2 3 2
1 2 0

1 1( ( ), ) ( ( ), ) ( ) (( ( ( ), )
( ) ( )

a h t t a h t t t b yh t t
h t h t

  ′× − + − µ − −    
∫  

 2 2 2 2 3 22 4 12( ( ), )) ( , ) ( ) ( ( ), )) ( ) ( ) ( ) ( ))x ya yh t t v y t h t f yh t t dy t c t t c t− + − µ − µ −  

 
1

1 1 1 2
1 0

1 (( ( ( ), ) ( ( ), )) ( , ) ( ( ( ), ) ( ( ), )
( ) x yb yh t t a yh t t v y t b yh t t b yh t t

h t
− − + − −∫  

 1 2 2 1 1 2( ( ), ) ( ( ), )) ( , ) ( )( ( ( ), ) ( ( ), ))x x ya yh t t a yh t t v y t h t f yh t t f yh t t− + + − +  

 1 2 2( ( ) ( )) ( ( ), )) ,h t h t f yh t t dy+ −   [ ]0,t T∈ , (40) 

5 1 4 4 1 3 1 2 3( )( ( ) ( ) ( )) ( )( ( ) ( ) ( )) ( ( ) ( ))( ( )r t t h t t q t t h t t h t h t tµ − µ + µ − µ = − µ ×  

 
1

22 4 12 3 1 2
0

( ) ( ) ( ) ( )) (0, ) (0, ) (( ( ) ( ))(1 )yc t t c t t a t v t h t h t y′× + µ − µ − + − − ×∫  

 2 2 2 2 2 1( ( , )( ( ( ), ) ( ( ), )) ( ) ( ( ), )) ( )(1 )y xv y t b yh t t a yh t t h t f yh t t h t y× − + + − ×  

 1 1 2 1 2(( ( ( ), ) ( ( ), )) ( , ) ( , )( ( ( ), ) ( ( ), )x y yb yh t t a yh t t v y t v y t b yh t t b yh t t× − + − −  

 1 2 1 1 2 1( ( ), ) ( ( ), )) ( )( ( ( ), ) ( ( ), )) ( ( )x xa yh t t a yh t t h t f yh t t f yh t t h t− + + − + −  

 2 2 1 2 2 1( )) ( ( ), )) ( ( ( ), ) ( ( ), )) ( , ) ( ( ), )yh t f yh t t a yh t t a yh t t v y t a yh t t− + − + ×  

 ( , )) ,yv y t dy×    [ ]0,t T∈ , (41) 

1

1 1 1 1 1 1
0

( ) = ( ( )(( ( ( ), ) ( ( ), )) ( , ) ( ) ( ( ), ))x yr t h t b yh t t a yh t t v y t h t f yh t t


− + ×

∫  

 2 2
1 4 5 1 3 5 1 4 1 3( ( ) ( ) ( ) ( ( ) ( ) ( )) ( )( ( ) ( ) ( )))h t t t y h t t t y h t t h t t× µ − µ − µ − µ − µ − µ −  

 2
1 1 5 1 3 1 4 1 3( ( ), ) ( , )( ( ) ( ) ( ) 2 ( )( ( ) ( ) ( ))))ya yh t t v y t t h t t yh t t h t t dy− µ − µ − µ − µ +  

 2
5 4 1 3 4 1 3 5 1( )( ( ) ( ) ( )) ( )( ( ) ( ) ( )) ( (0, ) (0, )yt t h t t t h t t t a t v t′ ′+µ µ − µ + µ µ − µ + +   
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1
4 3

3 1 5 1 4 1 3 1 4
0

( ) ( ))( ( ) ( ) ( )) ( )( ( ) ( ) ( )) ( , )t h t t h t t h t t h t t y v y t dy
′+µ µ − µ µ − µ −  

∫   

2 2 2 5
1 2 4 5 1 2 4 3 5 3 1( ( ) ( )) ( ) ( ) ( ( ) ( ))( ( ) ( ) ( )) ( ( )( ( )h t h t t t h t h t t t t t h t− − µ µ + − µ − µ µ + µ −

 ( )
1 1

15 4 4 3
2 4 1 2 2 1 2 1

0 0

( )) ( )( ( ) ( ))) ( , ) ( ) ( ) ( ( )h t t h t h t y v y t dy t t h t− 
− − µ − ∆ ∆ + ×   

∫ ∫  

1 1 1 2(( ( ( ), ) ( ( ), )) ( , ) ( ( ( ), ) ( ( ), )x yb yh t t a yh t t v y t b yh t t b yh t t× − + − −  

1 2 2 1 1 2( ( ), ) ( ( ), )) ( , ) ( )( ( ( ), ) ( ( ), ))x x ya yh t t a yh t t v y t h t f yh t t f yh t t− + + − +  

2
1 2 2 1 4 5 1 3 5( ( ) ( )) ( ( ), ))( ( ) ( ) ( ) ( ( ) ( ) ( ))h t h t f yh t t h t t t y h t t t+ − µ − µ − µ − µ −  
2

1 4 1 3 1 1( )( ( ) ( ) ( ))) ( ( ( ), ) ( , ) ( ( ( ), )yy h t t h t t a yh t t v y t a yh t t− µ − µ − + −  

2
2 2 5 1 3 1 4 1 3( ( ), )) ( , ))( ( ) ( ) ( ) 2 ( )( ( ) ( ) ( )))ya yh t t v y t t h t t yh t t h t t− µ − µ − µ − µ +  

2 2 2 2 2(1 )( ( , )( ( ( ), ) ( ( ), )) ( ) ( ( ), ))((1 )y xy v y t b yh t t a yh t t h t f yh t t y+ − − + + ×   

2 2 3 3
1 2 4 3 1 2 1 2 5( ( ) ( )) ( ) ( )( ( ) ( )) ( ( ) ( )) ( ))h t h t t y t h t h t h t h t t× − µ − µ − − − µ +  

2 2
2 2 3 1 2 1 2( ( ), ) ( , )((2 1) ( )( ( ) ( )) 2 ( ( ) ( ))ya yh t t v y t y t h t h t y h t h t+ − µ − − − ×  

4 1 2 3 5 5 3 4 2( ))) ( ( ) ( ))( ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) (0, ) (0, ))yt dy h t h t t t t t t a t v t′ ′×µ + − µ µ − µ µ − µ +  

2 2
1 2 4 3 3 4 5 1 4( ( ) ( ))( ( ) ( ) ( ) ( )) ( ( ) ( ) ( )) (0, )h t h t t t t t t h t t a t′ ′+ − µ µ − µ µ + µ − µ ×  

1
2(0, ) ( ),    0,yv t t t T−× ∆ ∈ [ ] , (42) 

де  
1 1

2

6 0 0
1 1

2 3

0 0

(1 ) ( , ) ( ) ( , )

( ) ( ) ,    1,2.

(1 ) ( , ) ( ) ( , )

i i

i i

i i

y v y t dy y y v y t dy

t h t i

y v y t dy y y v y t dy

− −

∆ = =

− −

∫ ∫

∫ ∫
 

Отже, задачу (32)–(37) зведено до системи рівнянь (40)–(42), де ( , )yv y t  

визначає формула (39). Використавши принцип максимуму [7, с. 25] для 
розв’язку прямої задачі (5)–(7) і врахувавши умови 2) теореми 2, отри-
муємо: 

{ }19 0 1 2
[0,1] [0, ] [0, ]

( , ) min min ( ), min ( ), min ( ) 0,i
T T

v y t C yh t t≥ ϕ µ µ >  

∈ =1,2, ( , ) .Ti y t Q  
 Таким чином,  

( ) 0i t∆ > ,   1,2,i =  0,t T∈ [ ] . 
Згідно з припущеннями 1) теореми 2 перетворимо різницю 

 1 2( ( ), ) ( ( ), )f yh t t f yh t t− =  

 
1

1 2 2 1 2
0

( ( ) ( )) ( ( ) ( ( ) ( ))),xy h t h t f y h t h t h t t d= − + σ − σ∫ ( ) . (43) 

Ця рівність справедлива і для функцій ( ( ), ), ( ( ), )i ib yh t t a yh t t  та ( ( ), )x ia yh t t , 

= 1,2.i  

Виразимо ( )ih t  через ( )ip t : 

 
0

( ) (0) exp ( ) ,        1,2
t

i i ih t h p d i
 = τ τ = 
 ∫ , 

де 1 2 0(0) (0)h h h= = . Врахувавши рівність  
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1
( )

0

( )x y y x ye e x y e d+ τ −− = − τ∫ , 

одержуємо:  

 
1

2
1 2 0 0 0 0

1 1 1 ( ) exp ( ( ) ( ))
( ) ( )

t t

p d p p d d
h t h t h

 − = − τ τ − σ τ + τ τ σ 
 ∫ ∫ ∫ . (44) 

Аналогічно (44) використаємо для зображення різниць 1 2( ) ( )i ih t h t− , 1,5,i =  

2 2
1 2

1 1
( ) ( )h t h t

− . 

Підставивши (43), (44) в (40)–(42), одержуємо систему однорідних інте-
гральних рівнянь Вольтерри другого роду відносно невідомих ( ), ( ), ( )p t q t r t . 
Використавши оцінку функції Гріна [7, c. 469] 

1
* 20
1

0

( , , , ) ,   y

C
G y t d

t
η τ η ≤

− τ∫  

з властивостей розв’язків інтегральних рівнянь Вольтерри другого роду з 
ядрами, які мають інтегровні особливості, випливає, що система рівнянь 
(40)–(42) має тільки тривіальний розв’язок ( ) 0, ( ) 0, ( ) 0, 0,p t q t r t t T= = = ∈ [ ] . 
Звідси отримуємо, що 1 2( ) ( ),p t p t=  1 2( ) ( ),h t h t=  11 12( ) ( ),c t c t=  21 22( ) ( ),c t c t=  

0,t T∈ [ ] . Використавши це в задачі (32)–(34), одержуємо, що 

1 2( , ) ( , ),          ( , ) Tv y t v y t y t Q= ∈ .  
 Теорему 2 доведено.  
 
Існування та єдиність розв’язку задачі (1)–(4). 
 Умови на вихідні дані задачі, за яких існує єдиний розв’язок задачі 
(1)–(4), містяться в таких теоремах.  

Теорема 3. Нехай виконуються умови 

1) [ ]1,0 2
0, , ([0, ) 0, ),    0, ,a b f C T C h∈ ∞ × ϕ ∈[ ] 1 0,    1,5;i C T iµ ∈ =[ ],  

2) 0 1 00 ( , ) , ( , ) 0,   ( , ) [0, ) 0, , ( ) 0,  a a x t a f x t x t T x< ≤ ≤ ≥ ∈ ∞ × ϕ ≥ ϕ >[ ]  

 [0, ), ( ) 0,   2,5, 0,ix t i t T∈ ∞ µ > = ∈ [ ];  

3)  
0 0

2
1 0 2 4 5

0 0

(0) (0),   ( ) (0),    ( ) (0),    ( ) (0)
h h

h x x dx x x dxϕ = µ ϕ = µ ϕ = µ ϕ = µ∫ ∫ , 

де 0 (0) 0h h= >  є розв’язком рівняння 
(0)

3
0

( ) (0).
h

x dxϕ = µ∫  

Тоді можна вказати таке число 0 0,0T T T< ≤ , яке визначається ви-

хідними даними, що існує розв’язок 1 2
1 2 0 0( , , , ) [0, ] ( [0, ])h c c u C T C T∈ × ×  

2,1
0( ),TC× Ω 0( ) > 0, [0, ],h t t T∈  задачі (1)–(4). 

Теорема 4. Нехай виконуються умови 

1) 2,0 ([0, ) 0, ),a C T∈ ∞ × [ ]  1,0, ([0, ) 0, )b f C T∈ ∞ × [ ] ,  

2) ( , ) 0,a x t >  ( , ) [0, ) 0, ,x t T∈ ∞ × [ ]  0( ) 0,xϕ ≥ ϕ >  [0, ),x ∈ ∞  ( ) 0i tµ > , 

1,3,i =  0,t T∈ [ ].  
Тоді задача (1)–(4) не може мати двох різних розв’язків 

1 2 2,1
1 2( , , , ) [0, ] ( [0, ]) ( ),Th c c u C T C T C∈ × × Ω  ( ) > 0,h t  [0, ].t T∈  
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ОПРЕДЕЛЕНИЕ ЗАВИСЯЩИХ ОТ ВРЕМЕНИ ФУНКЦИЙ В МЛАДШЕМ КОЭФФИЦИЕНТЕ  
В ПАРАБОЛИЧЕСКОМ УРАВНЕНИИ В ОБЛАСТИ СО СВОБОДНОЙ ГРАНИЦЕЙ  

Установлены условия существования и единственности решения обратной зада-
чи определения зависящих от времени параметров в коэффициенте при неизвест-
ной функции в одномерном параболическом уравнении в области со свободной 
границей.  
 
 
DETERMINATION OF THE TIME-DEPENDENT FUNCTIONS IN THE MINOR COEFFICIENT IN A 
PARABOLIC EQUATION IN FREE BOUNDARY DOMAIN 

We established conditions of existence and uniqueness of solution to the inverse problem 
of finding the time-dependent parameters in the coefficient of the unknown function in 
one-dimensional parabolic equation in free boundary domain.  
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