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УДК 393.3 
 
С. Р. Твардовська 
 
ВЗАЄМОДІЯ ПОПЕРЕЧНОЇ І ПОЗДОВЖНЬОЇ МЕХАНОЕЛЕКТРОМАГ- 
НЕТНИХ ХВИЛЬ У ПОРИСТОМУ СЕРЕДОВИЩІ У ЗОВНІШНЬОМУ 
ЕЛЕКТРИЧНОМУ ПОЛІ 
 

Досліджено взаємовплив поздовжньої і поперечної плоских механоелектромаг-
нетних хвиль у пористому середовищі в зовнішньому постійному електрич-
ному полі довільного напрямку. Встановлено, що найвагомішим ефектом 
такої взаємодії є генерація поперечних модифікованих пружної і електромаг-
нетної хвиль поздовжньою хвилею першого роду. Вивчено ефективність 
такої генерації залежно від частоти хвилі, концентрації порового розчину, 
параметра пористості середовища, напрямку зовнішнього електричного 
поля. 

 
Вступ. Вивчення впливу зовнішнього електричного поля на поширення 

та взаємодію механоелектромагнетних хвиль у пористих насичених розчи-
ном електроліту середовищах – важливий напрямок сучасної механіки по-
ристих тіл [4–7, 9, 10], зокрема, з огляду на можливе використання в прак-
тиці геофізичних досліджень [5–8]. Достатньо повно проаналізовано [4, 9] 
вплив зовнішнього постійного електричного поля на фазові швидкості та 
коефіцієнти загасання поздовжніх і поперечних хвиль. Нижче основну ува-
гу приділено ефектам взаємодії поперечних і поздовжніх хвиль у пористо-
му насиченому розчином електроліту середовищі за довільного напрямку 
зовнішнього електричного поля. 

Формулювання задачі. Розглянемо статистично однорідне та ізотроп-
не, віднесене до декартової системи координат (x, y, z), пористе насичене 
середовище. Матеріал скелета – неферомагнетний діелектрик. Порова ріди-
на – розчин електроліту. Пористість відкрита. В середовищі зовнішніми 

джерелами створене постійне електричне поле напруженості 
r
0E  і протікає 

постійний струм густини = σ
r r
0 0 0ej E  та електроосмотичний потік порової рі-

дини зі швидкістю [10] −= α ρ
rr(1) 1 (1) (1)

0 10 0 0 0e Ev A f E . Тут −σ = σ1 (1)
0 0e e eP  – коефіцієнт 

питомої електропровідності середовища у вихідному стані, =
α

2

10

e
e

T
P  – па-

раметр пористості [3], σ =(1)
0e AzeN uC  – коефіцієнт питомої електропро-

відності порової рідини, z  – валентність іонів електроліту, e  – заряд одно-
валентного іона, AN  – число Авогадро, + −= +u u u , + −,u u  – рухливості 

позитивних і негативних іонів, C  – молярна концентрація, eT  – електрична 

звивистість, α10  – коефіцієнт пористості у виxідному стані; = α η10 / pA k , 

η  – коефіцієнт в’язкості порової рідини, pk  – коефіцієнт проникності сере-

довища; 
ζα ε

ρ =
(1)

(1) 10
0

2 f
e

p g

zFC
fRTk T

 – густина електричного заряду порової 

рідини у природному стані, fF  – стала Фарадея, ζ  – дзета-потенціал, gT  – 

звивистість, T  – абсолютна температура, R  – абсолютна газова стала,  

f  – параметр форми, ε(1)  – діелектрична проникність порової рідини, 

( )
α ε

ε = ε
+ α ε + α ε

(2)
(2) 20

(2) (1)
10 20

2

2
 – діелектрична проникність середовища у при-
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родному стані [1], α = − α20 101 , ε(2)  – діелектрична проникність скелета; 

( )
ε − ε=

α ε − ε

(0) (2)
(1)
0 (1) (2)

10
Ef . 

Нехай у середовищі зовнішніми джерелами збуджені поперечна і по-
здовжня плоскі хвилі, які поширюються в одному напрямі. За довільного 
напрямку зовнішнього постійного електричного поля середовище набуває 
ефективної анізотропії. У цьому випадку поздовжня і поперечна хвилі 
взаємодіятимуть, що проявлятиметься як у зміні хвильових чисел (фазовій 
швидкості та коефіцієнтах загасання), так і у зміні амплітуд хвиль. 

Ключову лінеаризовану відносно природного стану макроскопічну сис-
тему рівнянь електромагнетної механіки [10] за нехтуванням впливу елек-
троосмосу, як несуттєвого, тут можна записати у вигляді 

 ( ) ( ) ( ) ( )α α − να∂α ρ = ∇ ∇ ⋅ + ∇ ∇ ⋅ +
β β∂

r r r r rr r22 (1)
10 201 (1) (2)10

10 0 2

1 fu u u
t

 

 ( ) ( )   ∂ ∂ ∂ ∂+ − + ρ − + α ρ +   ∂ ∂ ∂ ∂   

r r r r r(2) (1) 2 (2) 2 (1)
1 1

12 10 0 02 2 E e
u u u uA f E
t t t t

 

 ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) α α
α

+α ε ∇ ⋅ + α σ × + α χ ∇∑
r r r r r r2 21 1 11 (1) 1

10 0 0 10 0 0 0 10 0 0E E e Ef E E f E B f E E , 

 ( ) ( )
( ) ( ) ( )( )− −∂  α ρ = α β α − ν + − α β β ⋅ ∇ ∇ ⋅ + ∂

r r r) ) r2 2
2 1 (1) 1 0 1

20 0 10 20 10 212
1 1f
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 ( ) ( ){ } ( )( )− +α + − β α − ν − α − ν ⋅ ∇ ∇ ⋅ +  
r r) ) r21 0 2

20 20 10 21
1 1 1
3f f f fK G I T u  

 ( )
( ) ( ) ( ) ( )   ∂ ∂ ∂ ∂+α ∆ − − − ρ − −   ∂ ∂ ∂ ∂   
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u u u uG u A
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( )

( )
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−α ρ − + α ε ∇ ⋅ +  
 
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 ( ) ( ) ( )( ) α α
α

+α σ × + α χ ∇∑
r r r22 22

20 0 0 0 20 0 0E e Ef E B f E E , 

 ( ) ∂ ∂∆ − ∇ ∇ ⋅ = σ µ + εµ +
∂ ∂

r rr r r r 2

0 2e
E EE E
t t

 

 ( ) ( ) ( ) ( )
−

σ
   ∂ ∂ ∂+α µγ ρ − − β α α ν µγ σ ∇ ⋅ +   ∂∂ ∂   

r r rr r2 1 2 2 1
1 1

10 1 0 10 20 0 02 2e f e
u u uE

tt t
 

 ( )
( )

−
σ

 ∂ +α µγ σ − β α ν − ν ∇ ⋅   ∂ 

rr r 2
1

20 0 20 01e f f f
uK E
t

, 

 ∂ = −∇ ×
∂

r r rB E
t

,                  (1) 

де ρ( )
0
j  – густина маси порової рідини ( = 1j ) та скелета ( = 2j ) у природ-

ному стані; ρ12  – параметр приєднаної маси; fK  і fG  – ефективні модулі 

стиску та зсуву середовища; 
( )

ε − ε=
α ε − ε

(0) (1)
(2)
0 (2) (1)

10
Ef ; µ  – магнетна проник-

ність середовища; χ – діелектрична сприйнятливість середовища; σγ – па-

раметр, який характеризує залежність електропровідності від першого 
інваріанта ефективних напружень [10]; ν f  – зцементованість; 
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β = α β + α β(1) (2)
10 20 , β( )j  – стисливість фаз =( 1, 2)j ; ( )= ε −

) 20 (2) (2)
0ET f  

( ) ( )−ε ⊗ −
r r )2(1) (1) 2

0 0 0 00,5Ef E E E I . 

Подамо шукані функції ( ) ( )( )=
r rr r1 2, ,f u u E  системи рівнянь (1) у вигляді 

суми векторів ( ) ( )( )=
r rr r1 2
1 1 1 1, ,f u u E , колінеарних хвильовому вектору 

r
k , і век-

торів ( ) ( )( )=
r rr r1 2
2 2 2 2, ,f u u E , перпендикулярних до нього, тобто = +

r r r
1 2f f f . Якщо 

вектор 
r
k  спрямований уздовж осі Ох, а вектори 

r
2f  – вздовж осі Оу, то 

=
r r
1 1 xf f e , =

r r
2 2 yf f e  і для плоских хвиль − + ω:( , ) ikx i t

mf x t e  ( = 1, 2m ; ω  – 

циклічна частота) систему рівнянь (1) можна звести до такого вигляду: 

 ( ) ( )− −α ρ ω = α β + α α β − ν +1 2 (1) 2 1 2 (1) 1 2 (2)
10 0 10 10 20 1x x f xu k u k u  

 ( ) ( ) ( ) ( )+ ω − − ρ ω − − α ρ +1 1(2) (1) 2 (2) (1)
12 10 0 0x x x x E e xAi u u u u f E   

 ( ) ( )( ) ( ) −+ α ε + α σ ω −
21 11 (1) 1

10 0 0 10 0 0 0E x x E e x xi f kE E f kE E  

 ( ) ( ) ( )( ) ( )−−α σ ω − χ +1 1(1) 1 1
10 0 0 0 0 0E e E x x y yf i f k E E E E ,        (2) 

 ( ) ( ) ( )− − α ρ ω = α β α − ν + − α β β + 
2 2 (2) 1 (1) 1 0 2 (1)

20 0 10 20 10 111 1x f xu T k u   

 ( ) ( ){ }−+α + − β α − ν − α − ν +
21 0 2 (2)

20 20 10 11
1 1 1
3f f f f xK G T k u

 ( ) ( )+α − ω − + ρ ω − +2 (2) (2) (1) 2 (2) (1)
20 12f x x x x xG k u iA u u u u  

 ( ) ( )
( )

( )
( ) ( )( ) 

+α ρ − + α ε +  
 

2
21 1 110

10 0 0 10 0 01
0

2 1E
E e x E x x

E

f
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20 0 0 0 20 0 0 0E e x x E e Ef kE E f i f  

 ( )× +0 0x x y yk E E E E ,              (3) 

 ( ) ( ) ( )σ + εω = − α ωγ ρ − −1 (1) (2)
0 10 1 0e x e x xi E i u u  

 ( ){ }− −
σ  − α γ α ν β − − β α ν − ν σ 

1 (1) 1 (2)
20 10 20 0 01f x f f f x e xi ku K ku E ,      (4) 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )α ρ ω = ω − − ρ ω − − α ρ +1 1 12 (1) (2) (1) 2 (2) (1)
10 0 12 10 0 0y y y y y E e yu Ai u u u u f E  

  ( ) ( )( ) ( ) −+ α ε + α σ ω
21 11 (1) 1

10 0 0 10 0 0 0E y x E e x yi f kE E f kE E ,      (5) 

 ( ) ( )−α ρ ω = α + α − α β β −2 2 (2) 2 (2) (1) 1 0 2 (1)
20 0 20 10 10 211y f y xu G k u T k u  

 ( ) ( )−α α − ν − ω − +0 2 (2) (2) (1)
10 20 211 f x y yT k u iA u u  

 ( ) ( ) ( )
( )

( )

 
+ρ ω − + α ρ − +  
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f
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 ( ) ( )( ) ( ) −+ α ε + α σ ω
21 21 (2) 1

10 0 0 20 0 0 0E y x E e x yi f kE E f kE E , (6) 

 = − ωσ µ + εµω −2 2
0y e y yk E i E E  

 ( ) ( ) −
σ−α µω γ ρ − + α α ν β µωγ σ −12 (1) (2) 1 (1)

10 1 0 10 20 0 0e y y f e y xu u kE u  

 ( )−
σ  −α µωγ − β α ν − ν σ 

1 (2)
20 20 0 01f f f e y xK kE u .  (7) 



194 С. Р. Твардовська 

Тут = θ0 0 cosxE E ; = θ0 0 sinyE E , θ  – кут між вектором 
r
0E  та хвильовим 

вектором 
r
k , 

r
xe  та 

r
ye  – орти осей Ох і Оy. 

Зауважимо, що доданки у рівняннях (2), (3) і (5), (6), які забезпечують 
взаємозв’язок поздовжньої та поперечної хвиль, пов’язані з силою Ампера 
та з силою взаємодії дипольних моментів з неоднорідним електричним 
полем. Виключивши із них величини xE та yE , систему можна звести до 

вигляду 

 + + + =(1) (1) (1) (2) (1) (1) (1) (2)
1 2 1 2 0x x x x y y y yA u A u A u A u , 

 + + + =(2) (1) (2) (2) (2) (1) (2) (2)
1 2 1 2 0x x x x y y y yA u A u A u A u , 

 + + + =(3) (1) (3) (2) (3) (1) (3) (2)
1 2 1 2 0x x x x y y y yA u A u A u A u , 

 + + + =(4) (1) (4) (2) (4) (1) (4) (2)
1 2 1 2 0x x x x y y y yA u A u A u A u . (8) 

Вирази для коефіцієнтів за переміщень у цій системі рівнянь не наво-
диметимо через громіздкість. 

Кількісна оцінка коефіцієнтів системи рівнянь (8) за характерних для 
пористих матеріалів фізико-механічних та структурних параметрів показа-

ла, що коефіцієнти ( ) ( )
1 2,j j

y yA A ( = 1, 2j ) значно менші, ніж ( ) ( )
1 2,j j

x xA A ( = 1, 2j ), 

а коефіцієнти ( ) ( )
1 2,j j

x xA A ( = 3, 4j ) значно менші за коефіцієнти ( ) ( )
1 2,j j

y yA A  

( = 3, 4j ). Якщо відношення цих коефіцієнтів характеризувати деяким ма-

лим параметром εa , то виявляється, що зміни фазових швидкостей і коефі-
цієнтів загасання, спричинені взаємодією поздовжніх і поперечних хвиль, 

пропорційні ε2
a , а амплітуд – εa . Тому надалі зосередимося на дослідженні 

амплітудних змін хвиль, зумовлених цією анізотропією. Хвильові числа 
визначатимемо у наближенні невзаємодіючих поперечної і поздовжньої 
хвиль. Тоді дисперсійним рівнянням для поздовжньої хвилі буде  

  =
(1) (1)
1 2

(2) (2)
1 2

0x x

x x

A A

A A
, (9) 

а для поперечної 

  =
(3) (3)
1 2

(4) (4)
1 2

0y y

y y

A A

A A
. (10) 

Аналіз рівнянь (9), (10) свідчить, що в середовищі поширюються дві 
поздовжні хвилі першого і другого роду та дві поперечні – пружна та 
електромагнетна. Усі хвилі модифіковані завдяки механоелектромагнетній 
взаємодії та впливу зовнішнього електричного поля. Достатньо повний 
аналіз фазових швидкостей та коефіцієнтів загасання цих хвиль, зокрема 
впливу зовнішнього електричного поля на них, наведений у працях [4, 9].  

Кількісно аналізували первинне збурення тільки поздовжньої або 
тільки поперечної хвилі, нехтуючи вторинні збурення хвиль. В цьому ви-
падку наведена електричним полем ефективна анізотропія середовища 
проявлятиметься у генерації відповідно поперечної і поздовжньої хвиль. 
Остільки поздовжня хвиля другого роду швидко загасає, то розглядали від-
ношення амплітуд збурених поперечних пружної та електромагнетної 
хвиль до амплітуди первинної поздовжньої хвилі першого роду (відповідно 

=(11) (1) (1)/yx y xU u u  та =(21) (2) (1)/yx y xU u u ), а також відношення амплітуд 

збуреної поздовжньої хвилі першого роду до амплітуд первинних попе-

речних пружної та електромагнетної хвиль (відповідно =(11) (1) (1)/xy x yU u u  та 
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=(12) (1) (2)/xy x yU u u ). Досліджували залежності цих відносних амплітуд від 

пористості середовища, концентрації порового розчину, частоти хвиль, на-
прямку зовнішнього електричного поля.  

Вивчаючи залежність відносних амплітуд від пористості, враховували 
зв’язок пористості з іншими характеристиками середовища. Згідно з [2] 

 
+ γ

− + γ + γ= ⋅ α α γ = −
2(3 ) 2

8 2 2
10 207.68 10 / , 1.5pk . −= ⋅ 3 2/71, 389 10 /g pT k . 

Характеристики матеріалу середовища у розрахунках приймали таки-

ми: ρ = кг м(1) 3
0 1000 / , ρ = кг м(2) 3

0 2600 / , = м c2
0 3670 /v , 

−ε = ⋅ Ф м11
0 8,85 10 / , = Па910fG , −µ = ⋅ 61.56 10 , = 96520F , = 2.5f , 

= 300T K , −η = ⋅Па310 c , = 1z , ζ = 0.1 B , = 3eT , ρ =12 100 , = 8.314R , 
− − −σ = ⋅ ⋅Ом м(2) 7 1 1

0 5 10e . 

Результати кількісних оцінок показали, що для електричних полів, які 
використовують у лабораторних чи польових геофізичних дослідженнях 

( < 5
0 10 В / мE ), з великим ступенем точності можна не розглядати по-

здовжні хвилі, збурені поперечною. Тому надалі зосередимо увагу лише на 
поперечних хвилях, спричинених поздовжньою хвилею першого роду.  

 

                              а                                                   б 
Рис. 1. 

Хвильові числа поздовжніх і поперечних хвиль, модифікованих впли-
вом зовнішнього електричного поля, визначаємо із рівнянь (9), (10), а від-

носні амплітуди (11)
yxU  і (21)

yxU  у взятому наближенні – співвідношеннями 
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Результати кількісного дослідження відносних амплітуд (11)
yxU  і (21)

yxU  

залежно від частоти хвилі, пористості середовища, концентрації порового 
розчину та кута α  подано на рис. 1 і 2. 

Побудовано залежність відносних амплітуд (11)
yxU  (рис. 1а) і (21)

yxU  

(рис. 1б) від пористості середовища для концентрації порового розчину 
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= 3
0 200 Моль / мC , θ = π / 4 , −ω = 1200, 400, 600 c  (криві 1–3). Встановле-

но, що (за незмінної амплітуди поздовжньої хвилі першого роду) амплітуди 
обох поперечних хвиль суттєво збільшуються з ростом пористості середо-

вища. При цьому відносна амплітуда (11)
yxU (для поперечної пружної хвилі) 

досягає екстремального значення, якщо α ≈10 0.55 . Амплітуди обох збуре-

них поперечних хвиль зменшуються з ростом частоти хвилі. Для ультра-
звукових частот вони стають нехтовними.                                  

                                                            
а                                                      б 

Рис. 2. 

Побудовано також залежність відносних амплітуд (11)
yxU  (рис. 2а) і (21)

yxU  

(рис. 2b) від концентрації порового розчину для α =10 0,30 , θ = π / 4 , 

ω = 200,  −1400, 600 c  (криві 1–3). Як бачимо, ефективність генерації обох 
поперечних хвиль збільшується з ростом концентрації розчину та змен-
шенням частоти хвилі.  

Кількісні оцінки засвідчують, що ефективність генерації поперечних 
хвиль поздовжньою зростає зі збільшенням кута θ  від °0  до π / 2 . 

Висновки. Встановлено, що найважливішим ефектом взаємодії по-
здовжніх і поперечних хвиль за довільного напрямку зовнішнього елек-
тричного поля є генерація поперечних хвиль поздовжніми. Ефективність 
такої генерації зростає зі збільшенням концентрації порового розчину та 
зменшенням частоти коливань хвиль. Залежність ефективності від порис-
тості має екстремальний характер. 
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ВЗАИМОДЕЙСТВИЕ ПОПЕРЕЧНОЙ И ПРОДОЛЬНОЙ МЕХАНОЭЛЕКТРОМАГНИТНЫХ ВОЛН 
В ПОРИСТОЙ СРЕДЕ ВО ВНЕШНЕМ ПОСТОЯННОМ ЭЛЕКТРИЧЕСКОМ ПОЛЕ 
 
Исследовано взаимовлияние продольной и поперечной плоских механоэлектромаг-
нитных волн в пористой среде во внешнем постоянном электрическом поле про-
извольного направления. Установлено, что наиболее значимым эффектом такого 
взаимодействия является генерация поперечных модифицированных упругой и 
электромагнитной волн продольной волной первого рода. Изучена эффективность 
такой генерации в зависимости от частоты волны, концентрации порового раст-
вора, параметра пористости среды, направления внешнего электрического поля. 
 
 
THE INTERACTION OF LONGITUDINAL AND TRANSVERSE PLANE MECHANOELEKTRO-
MAGNETIC WAVES IN A POROUS MEDIUM IN AN EXTERNAL CONSTANT ELECTRIC FIELD 
 
It is investigated the interaction of longitudinal and transverse plane mechanoelektro-
magnetic waves in a porous medium in an external constant electric field of arbitrary 
direction. It was established that the most significant effect of this interaction is the 
generation of modified transverse elastic and electromagnetic waves longitudinal waves 
of the first kind. The efficiency of this generation depending of the frequency of the 
wave, the concentration of the porous solution, porosity of medium and direction of 
external electric field is investigated. 
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