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ДИНАМІЧНА ВЗАЄМОДІЯ ТОНКОГО МЕТАЛІЧНОГО ВКЛЮЧЕННЯ  
З П’ЄЗОКЕРАМІЧНОЮ МАТРИЦЕЮ 
 

Створено математичну модель динамічної поведінки тонкого металічного 
включення чи прошарку у п’єзоелектричному середовищі за дії на композит 
усталених навантажень поздовжнього зсуву. На межі включення і матриці 
виконуються умови ідеального механічного контакту та рівність нулю 
електричного потенціалу. Модельовано за допомогою апарату теорії сингу-
лярних збурень.  
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Вступ. Побудова математичних моделей взаємодії тонких неоднорід-
ностей з навколишнім середовищем є важливим етапом розв’язування 
динамічних і статичних задач механіки неоднорідних структур. П’єзокера-
мічні елементи конструкцій із тонкими наповнювачами широко застосову-
ють у неруйнівному контролі за суцільністю середовищ, медичній техніці, 
автомобілебудуванні, електроніці тощо. Основний підхід, що використову-
ють під час математичного моделювання таких процесів у механіці неодно-
рідних структур, полягає у заміні тонкої неоднорідності деякою поверхнею, 
на якій записують певні ефективні граничні умови. Ці умови є наслідком 
механічних або математичних припущень, або ж їх отримують за допомо-
гою асимптотичних методів. Огляди літератури, де використовують меха-
нічні і математичні гіпотези, можна знайти в працях [4, 9–11]. Тонкі п’єзо-
електричні неоднорідності у пружній матриці розглядали в публікаціях [5, 
12, 15, 16]. Також асимптотично змодельовано [2, 3, 6–8, 13, 14] динамічний 
контакт пружних тіл через тонкі п’єзоелектричні включення і прошарки 
різної жорсткості. У цьому дослідженні цей підхід вжито для створення 
моделей динамічної поведінки тонкостінних металічних включень чи про-
шарків у п’єзокерамічному середовищі за усталених коливань композиту. 

1. Формулювання задачі. Нехай у необмеженому п’єзокерамічному 
середовищі, що характеризується пружною і п’єзоелектричною сталими 

44c  і 15e , діелектричною проникністю 11  та густиною  , знаходиться тонке 

пружне металічне включення з модулем зсуву 0  і густиною 0 , яке 

займає область  1 2 1 2( , ) : ,  W x x x a x h    , де 2h  та 2a  – товщина та 

довжина неоднорідності,  1 2,x xx  – декартові координати. Його відносна 

товщина є мала і залежить від безрозмірного параметра / 1h a   . 

Електропружна система знаходиться в умовах поздовжнього зсуву. 
Тут відмінна від нуля компонента вектора переміщень та електричний 

потенціал у п’єзокерамічній матриці ( )u x  та ( ) x  задовольняють рівняння 

руху і рівняння Максвелла за квазістатичного наближення [1, 6]: 

    2 20, ( ) 0, \u k u R W     x x x x , (1) 
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де ( ) x  – приведений потенціал електричного поля; k  та c  – хвильове 

число та швидкість хвиль у матриці;   – коефіцієнт електромеханічного 

зв’язку;   – частота коливань композиту. 

Для матеріалу матриці виконуються співвідношення [1, 6] 
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де  13 x ,  32 x  і  1D x ,  2D x  – компоненти тензора напружень та 

вектора електричної індукції. 
У включенні задовольняються рівняння руху та закон Гука: 
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 0 0 0 0/ ,k c c     , 

де  0u x  та  0
31 x ,  0

32 x  – переміщення та компоненти тензора напру-

жень у включенні; 0k  – хвильове число. 

Надалі повне поле переміщень та повне електричне поле у матриці 
подамо у вигляді 

            ,in sc in scu u u      x x x x x x , 

       2, \in sc R W     x x x x , (4) 

де  inu x ,  in x ,  in x  та  scu x ,  sc x ,  sc x  – компоненти пере-

міщень, електричного потенціалу, приведеного електричного потенціалу у 
заданій хвилі, що набігає на включення, та розсіяній ним. 

Коли розсіювач зондує плоска гармонічна хвиля, маємо: 

  0 1 2( ) exp ( cos sin )in
in inu u ik x x   x , 

   15
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де 0u , 0  – амплітуди компонент хвилі, in  – кут її падіння. 

На лінії взаємодії складників композиту виконуються умови ідеального 
механічного контакту: 
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де 0 44с    – параметр контрастності матеріалу включення. 

Оскільки тонкостінне включення металічне, то потенціал електричного 
поля на його поверхні сталий. Тому, враховуючи співвідношення (1), (4), 
запишемо: 

           0,in sc in scu u W         x x x x x x . (6) 

Щоб завершити формулювання задачі (1)–(6), слід врахувати умови 
випромінювання Зоммерфельда [1]: 
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де  1f  ,  2f   – комплексні амплітуди складників розсіяної включенням 

хвилі; ( , )r   – полярна система координат 1 cosx r  , 2 sinx r  . 

2. Моделі динамічної поведінки включення. Подамо зміщення та при-
ведений електричний потенціал у вигляді асимптотичних розкладів за 
малим параметром   [6]: 
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Розглянемо два діапазони зміни параметра контрастності   

 1) 1/     ; 

 2) 0     , (9) 

які відповідають неконтрастному та контрастному включенням малої 
жорсткості відповідно. Підставляючи розклади (8) у співвідношення (1)–(6) 
та розчеплюючи їх за малим параметром   [6, 14], у діапазоні 1 отримаємо 

асимптотично точну модель динамічної взаємодії неконтрастного включення 
чи прошарку із п’єзокерамічною матрицею: 
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        1 1 1 1, 0 ,0 , 0 ,0sc in sc inu x u x x x       , 

    1 1 1 2, 0 , 0 0, , 0sc scu x u x a x a x        . (10) 

Зі співвідношень (10) випливає, що у розглянутому діапазоні форма та 
пружні властивості тонких структурних елементів композиту не впливають 
на поведінку напружень у його п’єзокерамічному складнику. У діапазоні 2 
маємо: 
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Отже, пружні та геометричні параметри включення входять у модель його 
динамічної поведінки (11) і суттєво впливають на розподіл напружень у 
матриці. 

Висновки. Побудовано асимптотично точні умови контакту п’єзокера-
мічного середовища через тонке металічне включення чи прошарок за по-
здовжнього зсуву та усталених коливань композиту. Компоненти електро-
пружної системи перебувають між собою в умовах ідеального механічного 
контакту. Виявлено, що механічні та геометричні параметри неконтрастних 
включень (на відміну від контрастних малої жорсткості) не впливають на 
напружено-деформований стан п’єзокерамічної матриці. Запропонований 
метод дослідження, що ґрунтується на апараті теорії сингулярних збурень, 
можна використати під час вивчення процесів хвилеутворення у розгляну-
тих композитних структурах за умов їх плоского деформованого стану. 

Робота виконана за фінансової підтримки бюджетної програми «Підтримка 
розвитку пріоритетних напрямів наукових досліджень» (КПКВК 6541230). 
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ДИНАМИЧЕСКОЕ ВЗАИМОДЕЙСТВИЕ ТОНКОГО МЕТАЛЛИЧЕСКОГО ВКЛЮЧЕНИЯ  
С ПЬЕЗОКЕРАМИЧЕСКОЙ МАТРИЦЕЙ 

 
Создана математическая модель динамического поведения тонкого металличес-
кого включения или прослойки в пьезоэлектрической среде при воздействии на 
композит устоявшихся нагрузок продольного сдвига. На границе включения и 
матрицы выполняются условия идеального механического контакта и равенство 
нулю электрического потенциала. Моделирование осуществлено с помощью аппа-
рата теории сингулярных возмущений. 

Ключевые слова: пьезокерамическая среда, металлическое включение, динами-
ческое взаимодействие, теория сингулярных включений. 

 
DYNAMIC INTERACTION OF A THIN METALLIC INCLUSION WITH A PIEZOCERAMIC MATRIX 

 
A mathematical model of dynamic behavior of a thin metallic inclusion or a layer in a 
piezoelectric medium subjected to longitudinal shear load is constructed. At the 
boundary of inclusion and matrix, the conditions of perfect mechanical contact and 
zero electric potential are prescribed. Modeling is performed using the apparatus of the 
theory of singular perturbations. 

Key words: piezoceramic medium, metallic inclusion, dynamic interaction, singular 
inclusion theory. 
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