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ЗАДАЧА ДІРІХЛЕ–НЕЙМАНА ДЛЯ СИСТЕМИ СЛАБКО НЕЛІНІЙНИХ 
ГІПЕРБОЛІЧНИХ РІВНЯНЬ ВИСОКОГО ПОРЯДКУ ЗІ СТАЛИМИ 
КОЕФІЦІЄНТАМИ 
 

В області, що є декартовим добутком відрізка на коло одиничного радіуса, 
досліджено крайову задачу з умовами Діріхле–Неймана за часовою змінною 

та умовою 2 -періодичності за просторовою координатою для системи 

слабко нелінійних гіперболічних рівнянь високого порядку зі сталими коефі-
цієнтами. За допомогою принципу нерухомої точки Каччополлі–Банаха 
встановлено умови однозначної розв’язності задачі у просторах Соболєва.  

Ключові слова: крайова задача, умови Діріхле-Неймана, система слабко нелі-
нійних гіперболічних рівнянь, принцип нерухомої точки Каччополлі–Банаха. 

 

Вступ. Крайові задачі з даними на всій межі області для гіперболічних 
рівнянь і систем рівнянь із частинними похідними, взагалі кажучи, неко-
ректні, їхня розв’язність часто пов’язана з проблемою малих знаменників 
(див. [1, 3, 8–13, 15] та бібліографію в них). Типовим прикладом некоректної 
крайової задачі є задача типу Діріхле для хвильового рівняння [8, с. 23]. 

У працях [1, 10–13, 15] встановлено умови існування єдиного періо-
дичного чи майже періодичного за просторовими координатами розв’язку 

задач Діріхле та Діріхле–Неймана за змінною t  для лінійних гіперболічних 
рівнянь та їх систем високого порядку. Розв’язність двоточкових задач з 
умовами Діріхле та Діріхле–Неймана для лінійних та нелінійних гіперболіч-
них рівнянь другого порядку за умови періодичності шуканого розв’язку за 
часовою змінною досліджено в працях [4, 6, 14, 16, 17]. 

Нижче результати праць [1, 11] поширено на задачі з умовами Діріхле-

Неймана за змінною t  та умовою 2 -періодичності за координатою x  для 

системи слабко нелінійних гіперболічних рівнянь високого порядку зі ста-
лими коефіцієнтами. Поставлену задачу зведено до задачі про знаходження 
нерухомої точки деякого стискального оператора у повному метричному 
просторі. На підставі принципу нерухомої точки встановлено умови одно-
значної розв’язності задачі у просторах Соболєва. 

1. Основні позначення. Використовуватимемо такі позначення:   – 

множина невід’ємних цілих чисел; x  , k  , 0T  , . . – коло 

одиничного радіуса;   = , : 0 < < ,D t x t T x  ; jc , 1,2,j   – додатні 

сталі, які не залежать від k ; qH , q   – простір тригонометричних рядів 

0

( ) exp ( )k
k

v x v ikx


   зі скінченною нормою  

 
22

0

; : (1 )qq k
k

v H k v


  ; 

( 0, , )p
qC T H[ ] , p  , q   – простір таких функцій ( , )v t x , що для кож-

ного 0,t T [ ] функції 
( , )r

r

v t x

t




, 0,1, ,r p { } , належать до простору q rH   

та неперервні за t  у нормі цього простору; норму в ( 0, , )p
qC T H[ ]  визна-

чаємо формулою  
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2. Формулювання задачі. В області D  розглянемо задачу  
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де 
, =1

=
ms

s pq p q
A a ,  0,1, ,s n  – квадратні матриці розміром m m  з 

дійсними елементами, 0A  – одинична матриця; 

1( , ) = col( ( , ), , ( , ))mu t x u t x u t x , 1( , ) = col( ( , ), ,f t x f t x  ( , ))mf t x ; функція 

 , ,t x u  визначена та неперервна за змінною t  і досить гладка за ,x  u  у 

замкненій множині       0= , , : , , , ,Q t x u t x D u S u r   
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[0, ], ( )

n

nq C q
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, 

де  0 0:= ,u u t x  – розв’язок задачі (1), (2) при = 0 , r  – деяке додатне 

число. 
Вважаємо, що система рівнянь (1) є гіперболічною за Петровським у 

вузькому сенсі [7], тобто всі 2mn  коренів рівняння  

 2 2

=0 , =1

( ) := det = 0

mn
s n s
pj

s p j

a      (3) 

є дійсними і різними, а отже, відмінними від нуля. Вигляд області D  

накладає умови 2 -періодичності за змінною x  на функції u , f  і  . 

3. Розв’язність задачі для системи лінійних рівнянь. Розглянемо 

задачу (1), (2), коли = 0 . Позначимо: 1, , mn   – додатні корені рівняння 

(3). Оскільки вони прості, то для кожного {1, , }q m  хоча б один рядок 

визначника ( )q   володіє такою властивістю, що не всі алгебричні 

доповнення його елементів дорівнюють нулю, нехай  N N q  – найменший 

серед номерів таких рядків. 
У праці [11] встановлено такі умови єдиності розв’язку задачі (1), (2) 

при = 0 . 

Теорема 1. Для єдиності розв’язку задачі (1), (2) у просторі 
2

2([0, ], ( ))n
nC T H   необхідно і достатньо, щоб справджувались умови  

  ( \ {0}) cos 0, {1, , }jk Tk j nm     . (4) 
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Якщо вони справджуються, то для кожного k   існує [5] єдина 

матриця Гріна , , , 1
( , ) ( , )

m

k k r q r q
G t p t


    крайової задачі  

    , = ( )k k
d

L ik u t f t
dt

, [ ] = 0kU u ,  1, ,2n , 

за допомогою якої формальний розв’язок задачі (1), (2) при = 0  визначає 

формула (див. [11]): 

 0
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k
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де ( )kf t , k  , – вектор-коефіцієнти Фур’є функції ( , )f t x  за змінною x : 
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Елементи матриць Гріна ( , )kG t  , \ {0}k  , визначають формули 
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де r , {1, , }q m , j  – алгебричне доповнення елемента, який стоїть на 

перетині -го рядка та j -го стовпця у визначнику:  
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 lh l h    , {1, , }m , {1, , }h nm  – алгебричне доповнення 
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елемента, який стоїть на перетині  N h -го рядка та -го стовпця у 

визначнику ( )h  . Елементами матриці Гріна 0( , )G t   є многочлени за ,t  .  

Збіжність векторного ряду (5) пов’язана з оцінкою знизу модулів 

величин ( 1)cos m jk T ( ) , {1, , }m , {1, , }j n .  

На підставі метричного підходу встановлено [11] таке твердження.  

Лема 1. Для майже всіх (стосовно міри Лебега в ) чисел T  оцінки  

 cos( ) (1 ) , 1 2, {1, , }jk T k j mn        , (7) 

справджуються для всіх (крім скінченної кількості) значень k   та 

фіксованих коренів 1, , mn   рівняння (3). 

Із леми 1 та оцінок для елементів матриць Гріна (6) отримано такий 
результат.  

Теорема 2. Нехай справджуються умови (4). Якщо ([0, ], ( ))qf C T H   , 

2q n , > 2 2n  , то для майже всіх (стосовно міри Лебега в ) чисел 

0T   існує єдиний розв’язок задачі (1), (2) при = 0  з простору 
2

([0, ], ( ))
n

qC T H  , який зображує рівність (5). Цей розв’язок справджує 

нерівність  

 
20

1; ([0, ], ( )) ; ([0, ], ( ))
n

q qu C T H c f C T H      . 

4. Основні результати. Розглянемо тепер задачу (1), (2), коли 0  . 

Зводимо її до нелінійного інтегрального рівняння  

 0( , ) = ( , ) ( , , , ) ( , , ( , ))
D

u t x u t x K t x u d d           , (8) 

де 
, =1

( , , , ) = ( , , , )
m

jr j r
K t x K t x    , якщо ряди  

    , ,
0

1
( , , , ) = , exp ( ) , , {1, , }

2jr k j r
k

K t x p t ik x j r m


     
  , (9) 

в яких , , ( , )k j rp t  , \ {0}k  , , {1, , },j r m  визначають формули (6), рів-

номірно збігаються в області D D . 
Використовуватимемо такі допоміжні твердження. 

Лема 2. Для майже всіх (стосовно міри Лебега в ) чисел T  ряди (9) 

рівномірно збігаються в області D D  при 2n  . 
Д о в е д е н н я .  З формул (6) і леми 1 отримуємо, що для майже 

всіх (стосовно міри Лебега в ) чисел T  для всіх (крім скінченної 

кількості) значень k   справджуються оцінки  

 
2 1

, , 2max ( , ) exp( ( ))
n

k r q
D D

p t ik x c k
  


    , 

 \ {0}k  , , {1, , },r q m  1 2   , (10) 

із яких випливає, що ряд (9) мажорується числовим рядом із додатними 
членами  

 2 2 1
=1

1
n

k

c
k



  . (11) 

Якщо 2n  , то ряд (11) є збіжним. Тому для майже всіх (стосовно міри 

Лебега в ) чисел T  ряди (9) є рівномірно збіжними в області D D .  

Нехай   – замкнена множина у повному метричному просторі X  з 

метрикою ( , )x y , а відображення P  переводить множину   в себе. 
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Теорема 3 ([2, с. 605]). Якщо P  є оператором стиску, то в   існує 

єдиний розв’язок x  рівняння = ( )x P x . При цьому x  можна отримати 

як границю послідовності  nx , де 1 = ( )n nx P x , 0,1,2,n , а 0x  – до-

вільний елемент із  . Швидкість збіжності послідовності  nx  до роз-

в’язку x  визначає нерівність 1 0( , ) ( , )
1

n

nx x x x 
  

 
, < 1 . 

Поряд із простором X  розглянемо ще один метричний простір Y  та 

замкнену підмножину 0Y Y . Припустимо, що кожному 0y Y  відповідає 

оператор yP , що відображає множину X   в себе. 

Теорема 4 ([2, с. 608]). Якщо для кожного 0y Y  відображення yP  

справджує умову  

 ( ), ( ) ( , )P x P x x x   ( ) , 0 1   , 

зі сталою  , що не залежить від y , і якщо в точці 0 0y Y  відображення 

yP  є неперервним за y , то при 0=y y  розв’язок рівняння = ( )yx P x  непе-

рервно залежить від y . 

Запишемо рівність (8) у вигляді операторного рівняння  

 0( , ) = ( , )
u

u t x A u t x , 

де vA  – нелінійний інтегральний оператор, визначений у кулі 0( , )S u r  

формулою  

 ( , ) := ( , ) ( , , , ) ( , , ( , ))v D
A u t x v t x K t x u d d           , (12) 

Позначимо  
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       {1, , }j m , 

де 1= ; ([0, ], ( ))qc f C T H   , > 2 2n  , 2q n . 

Теорема 5. Нехай 2n  , виконуються умови теореми 2, функція 

( , , )t x u  в області Q  неперервна за t  та має обмежені похідні за змін-

ними x  та u  до 5-го порядку включно. Тоді для майже всіх (стосовно 

міри Лебега в ) чисел T  і для всіх   таких, що < min{ / , 1/ }r   , 

існує єдиний розв’язок задачі (1), (2). Цей розв’язок належить до кулі 

 
20( , ) [0, ], ( )
n

qS u r C T H   і неперервно залежить від функції ( , )f t x . 

Д о в е д е н н я .  Нехай < r  . Позначимо через V  сукупність 

вектор-функцій 
2

([0, ], ( ))
n

qv C T H  , для яких 

 
20 ; ([0, ], ( )) :=
n

qv u C T H r       . 

Покажемо, що для довільної функції ( , )v t x  із множини V  оператор 

vA  переводить кулю 
0( , )S u r  в себе. Нехай 

0( , )u S u r . Тоді  

      
0

, , , = , { } exp( )k m
k

t x u t x t u t ikx


  , 
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де  

     
2

| | 00

1
, { } = , , exp( ) exp( )

2k m m
m

t u t t x u t imx ikx dx





    
  

 . (13) 

За умов теореми із формул (13) одержуємо такі оцінки для компонент 
вектор-коефіцієнтів Фур’є: 

 4 4
4

0
max | ( , { ( )}) | | | (1 )jjk m

t T
t u t c k r

 
      , 

 \ {0}k  , {1, , }j m . (14) 

Із формули (12), на підставі (10), (14) та леми 1, отримуємо, що для всіх 

  таких, що < /r  , і для майже всіх (стосовно міри Лебега в ) чисел 

T  справджується така оцінка:  
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j
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              . 

Покажемо тепер, що для довільної функції v V  оператор vA  є опе-

ратором стиску, якщо < 1/  . Нехай 
1 2 0, ( , )u u S u r . Враховуючи 

оцінки (10), (14), лему 1 та гладкість функції ( , , )t x u , із формули (12) 

одержуємо, що для майже всіх (стосовно міри Лебега в ) чисел T  
справджується така оцінка:  

 2
1 2( , ) ( , ) =([0, ], ( ))n

v v C q
A u t x A u t x T H   

 1 2
2= ( , , , )( ( , , ( , )) ( , , ( , ))) =

([0, ], ( ))n
D C q

K t x u u d d
T H

               
  

 1 2

2

( , , ( , ))
= ( , , , ) ( ( , ) ( , ))

([0, ], ( ))nD
C q

u
K t x u u d d

u T H

    
          

 
  

 2
1 2 .([0, ], ( ))n

C q
u u T H      (15) 

Якщо < 1/  , то з нерівності (15) випливає, що vA  є оператором 

стиску. Крім того, він неперервний за v . На підставі встановленого вище, 
теорем 3 і 4 рівняння (8), а отже, і задача (1), (2), має єдиний розв’язок, 

який належить кулі 
0( , )S u r  і неперервно залежить від ( , )f t x . Теорему 

доведено.  
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Зауваження 1. Розв’язок ( , )u t x  задачі (1), (2) можна отримати як гра-

ницю послідовності наближених розв’язків  
1

( , )n n
u t x




, які визначають за 

формулами 

 0
1( , ) = ( , ) ( , , , ) ( , , ( , )) ,n nD

u t x u t x K t x u d d            1,2, ,n   

де  0 ,u t x  – розв’язок задачі (1), (2) при = 0 . 

Зауваження 2. Результати роботи можна перенести на задачу з 
багатьма просторовими змінними. 
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ЗАДАЧА ДИРИХЛЕ–НЕЙМАНА ДЛЯ СИСТЕМЫ СЛАБО НЕЛИНЕЙНЫХ ГИПЕРБОЛИЧЕСКИХ 
УРАВНЕНИЙ ВЫСОКОГО ПОРЯДКА С ПОСТОЯННЫМИ КОЭФФИЦИЕНТАМИ 

 
В области, являющейся декартовым произведением отрезка на круг единичного 
радиуса, исследована краевая задача с условиями Дирихле–Неймана по временной 

переменной и условием 2 -периодичности по пространственной координате для 

системы слабо нелинейных гиперболических уравнений высокого порядка с посто-
янными коэффициентами. С помощью принципа неподвижной точки Каччопол-
ли–Банаха установлены условия однозначной разрешимости задачи в 
пространствах Соболева. 

Ключевые слова: краевая задача, условия Дирихле–Неймана, система слабо нели-
нейных гиперболических уравнений, принцип неподвижной точки Каччо-
полли–Банаха. 

 
DIRICHLET–NEUMANN PROBLEM FOR SYSTEM OF WEAKLY NONLINEAR HYPERBOLIC 
EQUATIONS OF HIGH ORDER WITH CONSTANT COEFFICIENTS 

 
In the region, which is a Cartesian product of the interval on the unit circle, the 
boundary value problem with Dirichlet–Neumann conditions in the time variable and 

the conditions of 2 -periodicity in the spatial coordinate for the system of weakly 

nonlinear hyperbolic equations of high order with constant coefficients has been 
investigated. The Banach–Caccioppoli fixed-point theorem has been applied and the 
conditions for unique solvability for the problem in Sobolev spaces have been 
established. 

Key words: boundary value problem, Dirichlet–Neumann conditions, system of weakly 
nonlinear hyperbolic equations, Banach–Caccioppoli fixed-point theorem. 
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