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СИСТЕМИ БІОРТОГОНАЛЬНИХ НЕЛІНІЙНИХ КОМБІНАЦІЙ 
ЕКСПОНЕНЦІАЛЬНИХ ФУНКЦІЙ 
 

З допомогою конформних відображень однозв’язної області на одиничний 
круг побудовано системи біортогональних функцій, які є базисами у прос-
торах аналітичних функцій.  

Ключові слова: біортогональна система функцій, конформні відображення, рів-
няння Гельмгольца. 

 

Вступ. Базис у просторі функцій, аналітичних в однозв’язній області 
комплексної площини, задає система аналітичних функцій, біортогональних 
на відповідних замкнених кривих. Розвинення функцій та многочленів за 
експоненціальними функціями з використанням контурного інтегрування 
досліджено раніше [1–10]. У працях М. А. Сухорольського [7, 8] проаналізо-
вано властивості біортогональних систем функцій та їх використання для 
побудови розв’язків плоских та просторових крайових задач для рівняння 
Гельмгольца.  

Це дослідження присвячене побудові системи біортогональних функцій, 
які є базисами у просторах аналітичних функцій, використовуючи кон-
формні відображення однозв’язної області на одиничний круг. 

1. Загальний підхід до побудови розв’язків. Нехай ( )w z   – кон-

формне відображення однозв’язної області D  розширеної комплексної z -

площини на круг : 1K w   комплексної w -площини, і нехай 1( )z w   – 

обернене відображення. 

Запишемо рівняння Гельмгольца, використовуючи змінні ,w w : 
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де , const æ , ( , )U w w  – дійснозначна функція.  

Множину розв’язків цього рівняння в крузі можна записати у вигляді 
[7, 10] 
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1, 2,n  , 0 1m  ; mc  – довільні комплексні сталі. Функції ( )mJ ww
, якщо 

0   і 0æ , безпосередньо виражають через функції Бесселя m -го по-

рядку, 
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Перейдемо до нових змінних 
1( )z w  , 

1( )z w  . Оскільки ( ) 0z  , 

,z D  то рівняння (1) можемо записати у вигляді 
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Множину його розв’язків одержимо з (2), використовуючи заміну 

змінних ( )w z  , ( )w z  : 
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2. Розв’язок для круга. Запишемо розв’язок рівняння (1) у крузі 

: 1K w   за умови, що  

  ( , ) ,
K

U w w f t t C K    , (5) 

де ( )f t  – функція, що розвивається у рівномірно збіжний ряд, тобто 
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Відомо (див. [9], с. 192), що якщо ряд за системою функцій, аналітичних 

у закритій області ,G  рівномірно збігається на границі L G  , то він 

рівномірно збігається в G , а його сума є неперервною на L  і аналітичною в 

G  функцією. Однією з достатніх умов рівномірної збіжності розвинення 

функції ( )g t  на границі L  за системою функцій, аналітичних в області G , 

є її належність до класу неперервних функцій Гельдера (див. [9], с. 275).  
Отже, з рівномірної збіжності ряду (6) випливає рівномірна збіжність 

цього ряду в K , а також аналітичність функції ( )f z  в K  її неперервність 

на C . 
Підставляючи вираз (2) в умову (5), використовуючи зображення (6) і 

рівність 1ww  , w C , отримаємо: 
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Звідси знайдемо коефіцієнти / (1)m m mc d J  і далі запишемо розв’язок 

задачі: 
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Таким чином, розв’язок задачі задаємо у вигляді ряду за системою 

функцій ( )m
mw J ww{ } , при цьому через обмеженість функцій 

2
mJ w ( )  і 

рівномірну збіжність ряду (6) в K  ряд (7) збігається також рівномірно в K . 

3. Базис у просторі функцій, аналітичних в області, обмеженій 

параболою. Нехай область D  – внутрішність параболи з рівнянням 
2
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  , де iz e   . Конформне її відображення на одиничний круг 

: 1K w   і обернене до нього відображення задають функції 

 2 1 1
( ) tg , ln

4 1

i w
w z z z

i w


    


. 

Точки параболи 
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  , z    відображаються, 

відповідно, у точки кола 1w  , 
iw e  , 
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Введемо систему функцій 
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Використовуючи отримані раніше [6] розвинення, зокрема  
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  , знайдемо розвинення функцій 

(8) за степенями незалежної змінної: 
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Побудуємо спряжену до (8) і (9) систему функцій. Спочатку знайдемо 

розвинення функції 2ctg nz z( )  в околі нуля за степенями незалежної 

змінної. Використовуючи формулу розкладу ( ctgt)nt  з праці [6], отри-

маємо:  
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Далі знайдемо головну частину ряду Лорана функції 2ctg n z  в околі 

нульової точки:  
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Тепер знайдемо головну частину ряду Лорана функції 
1
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 1 ( ) ( )m z z     , 1m  , де 2( ) tgz z  , яка задає загальний член відпо-

відної спряженої системи. Отже, 
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Якщо 0m  , то 1 1 1( ) ( ) cos sin 2 sin2z z z z z z z     ( ) ( )  і згідно з 

формулою (13) з [6] маємо 0
1

( )z
z

  . Отже, для функцій системи 

0( )m mz 
{ }  отримаємо такі формули: 
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Використовуючи співвідношення (9) і (10) та враховуючи, що 

1
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  , випишемо розвинення чотирьох перших членів цих 

систем: 
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На цих прикладах легко переконатися, що виконуються умови біорто-
гональності. 

За теоремою 1 з праці [6] система сум рядів (9) є базисом у просторі 

rE , 
2

0
16

r


  , і за теоремою 2 з цієї ж праці система функцій (8) також є 

базисом у просторі функцій, аналітичних в області D . 
Згідно зі співвідношеннями (9) і (10) маємо такі системи функцій: 
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За теоремою 1 [6] система функцій 0( )n ng z 
{ }  є базисом у просторі 

функцій, аналітичних в області D . Враховуючи, що 2 2( ) tg tgn
ng z z z  ( ) , 

а 2( 1)( ) ctg m
m z z   [ ] , запишемо розвинення перших членів цих систем: 
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На прикладах цих розкладів можна перевірити виконання відповідних 
умов біортогональності. 

Висновки. Побудовано розв’язок рівняння Гельмгольца для одно-
зв’язної області. Запропонований підхід можна поширити на крайові задачі 
для цього рівняння в областях ширшого класу і, відповідно, інших кон-
формних перетворень цих областей на круг чи зовнішність круга. Крім 
того, під час побудови базисів у відповідних просторах аналітичних функ-
цій природно виникають інші базиси, які можна використати для побудови 
розв’язків крайових задач Діріхле чи Неймана для рівняння Гельмгольца у 
цих областях.  
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СИСТЕМЫ БИОРТОГОНАЛЬНЫХ НЕЛИНЕЙНЫХ КОМБИНАЦИЙ ЭКСПОНЕНЦИАЛЬНЫХ 
ФУНКЦИЙ 

 
С помощью конформных отображений односвязной области на единичный круг 
построены системы биортогональных функций, которые являются базисами в 
пространствах аналитических функций. 

Ключевые слова: биортогональная система функций, конформные отображения, 
уравнения Гельмгольца. 

 
SYSTEMS OF BIORTHOGONAL NONLINEAR COMBINATIONS OF EXPONENTIAL FUNCTIONS 

 
By applying conforming mappings of simply connected domain onto the unit disk, the 
systems of biorthogonal functions are constructed that are the bases in the spaces of 
analytic functions.  

Key words: biorthogonal systems of functions, conformal mappings, the Helmholtz 
equation. 
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