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НЕЛІНІЙНА МОДЕЛЬ РОЗПОДІЛУ ПОТЕНЦІАЛУ В НАНОГЕТЕРОСИСТЕМІ  
З КВАНТОВОЮ ТОЧКОЮ ДЛЯ РІВНЯННЯ ПУАССОНА–ФЕРМІ–ДІРАКА 

 
Побудовано алгоритм розв’язку рівняння Пуассона–Фермі–Дірака для кван-
тових точок (КТ) сферичної та циліндричної геометрій, який описує, з ура-
хуванням деформаційного потенціалу, розподіл електростатичного потен-
ціалу та напруженості електричного поля в квантовій точці, що оточена 
матрицею. 
 
Вступ. Однією із основних проблем у моделюванні електрон-деформа-

ційних ефектів фізики наносистем з квантовими точками є знаходження 
розподілу потенціалу [7], концентрації електронів та напруженості елек-
тричного поля як у квантовій точці, так і в матриці. Сьогодні добре відомі 
розв’язки лінеаризованого рівняння Пуассона. Це потенціали Дебая–Хюкке-
ля, Дерягіна–Ландау–Вервея–Овербека [10, 13] та потенціал, розрахований 
у межах самоузгодженої електрон-деформаційної моделі [12]. Однак в нано-
гетеросистемах з неоднорідним розподілом концентрації носіїв заряду необ-
хідно враховувати нелінійну залежність електронної густини від електро-
статичного потенціалу, тому слід знати розв’язок нелінійного рівняння 
Пуассона з функцією Фермі–Дірака. Чисельно [11, 6, 1] розв’язано рівняння 
Пуассона–Больцмана. Аналітичний розв’язок нелінійного рівняння Пуассо-
на–Больцмана для плоскої, сферичної та аксіальної геометрій знайдено в 
працях [2, 5]. 

Нижче знайдено розв’язок нелінійного диференціального рівняння 
Пуассона–Фермі–Дірака з крайовими умовами, які враховують вплив на-
пруженої межі квантова точка–матриця. 

Математична модель. Розглядаємо нелінійне рівняння Пуассона–Фер-
мі–Дірака для напруженої наногетеросистеми з квантовими точками сфе-
ричної та циліндричної симетрій 
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з такими крайовими умовами на межі квантова точка – матриця: 
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де L = 1,2 – відповідно для циліндричної та сферичної симетрій; k – стала 
Больцмана; T – абсолютна температура; ε  – відносна діелектрична проник-
ність матеріалу квантової точки; 0ε  – діелектрична стала; 0n  – середня 

концентрація електронів у наногетеросистемі з квантовими точками; 0ϕ  – 

значення електростатичного потенціалу на межі квантова точка – матриця; 

0E  – значення напруженості електричного поля на межі квантова точка–

матриця; QDN 103 10≈ × [8] – поверхнева густина квантових точок; nE – влас-

ні значення оператора Шредінгера [12]: 
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де L1=l(l+1) – для сферичної і L1=m2–1/4 – для циліндричної симетрій; 
l=0,1,2,…, ; n=1,2,…, ; m=-l,-l+1,-l+2,…,0,1,2…,l, 
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де і=1 відповідає InAs, і=2 – GaAs, cE∆  – глибина потенціальної ями для 

електронів в КТ InAs в недеформованій гетероструктурі InAs/GaAs; ca – 
константа гідростатичного деформаційного потенціалу зони провідності ма-
теріалу квантової точки; µ  – хімічний потенціал матеріалу квантової 

точки; 0λ  – енергія дна недеформованої зони провідності у квантовій точці; 
€
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; ( )ia  – параметр гратки i -го матеріалу наногете-

роструктури; iν , iE  – відповідно коефіцієнт Пуассона та модуль Юнґа і-го 

матеріалу наногетероструктури; e – заряд електрона; ( )ru i  – радіальна 
компонента зміщення атомів у і-му напівпровідниковому матеріалі. Загаль-
ний розв’язок неоднорідного рівняння (5) подаємо у вигляді суми механіч-

ного ( ) ( )i
r mechu r  та електрон-деформаційного ( ) ( )i

r el defu r−  складників: 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )i i i
r r mech r el defu r u r u r−= + , (6) 

де 
( )

( ) ( ) 2
1 2

( )
i

i i
r mech

C
u r C r

r
= + ;    

( )
( ) 2 ( )

2
( ) ( )

i
i i

r el def
D eu r r r dr
r

− = − ϕ∫ . 

Для незначних концентрацій електронів провідності в матриці наноге-
теросистеми (n0 < 1018 см–3) значення електрон-деформаційного складника 

зміщення ( ) ( )i
r el defu r−  у квантовій точці на порядок менший, ніж механічного 

( ) ( )i
r mechu r , тому в першому наближенні складник ( ) ( )i

r el defu r−  нехтуємо. 

Поле зміщень визначає такі компоненти тензора деформацій : 
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α =0.657 Дж/м2 – поверхнева енергія квантової точки (InAs); f  – параметр 

невідповідності ґраток контактувальних матеріалів:
(1) (2)

(1)
7%a af

a
−= ≈ ; 910efσ =  Н/м2 

– ефективне значення механічної напруги взаємодіючих квантових точок; 
( )i
rrσ  – радіальні складники тензора механічної напруги і-го матеріалу [3]. 
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Розв’язок нелінійного рівняння Пуассона–Фермі–Дірака (11) шукаємо у 
вигляді логарифма від степеневого ряду  

( ) 0ln ,Z yψ = − ψ  (12) 

де Z – деяке ціле, відмінне від нуля, число  
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Твердження. Розв'язок нелінійного рівняння Пуассона–Фермі–Дірака 
(1) з урахуванням електрон-деформаційної взаємодії з крайовими умовами 
(2) можна подати у вигляді 
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Доведення. Розвинення у степеневий ряд y  здійснюємо в околі точки 

0

ed

R
a

R
= (межа квантової точки з матрицею) за заданих крайових умов. Зро-

бимо заміну змінної 

( )1 pz a x= − ,        (15) 
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 З урахуванням (12) та (15) рівняння (11) набуде вигляду 
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Розв’язок рівняння (16) шукатимемо у вигляді степеневого ряду (13). 
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З крайових умов (17) випливає, що 0 0
0 exp ,b

Z
ψ + ψ =  

 

%
 

0 0
1 0 exp

pa
b E

Z Z
ψ + ψ =  

 

%% . Підставляючи (13) в (16), отримаємо систему алге-
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Від значення Z залежить степінь нелінійності рівняння (16). Тут пара-
метр Z вибираємо таким, щоб степінь нелінійності рівняння (16) був міні-
мальним, тобто Z=1. 

Отже, розв’язок нелінійного рівняння Пуассона–Фермі–Дірака (1) з 
урахуванням (12), (13) і (15) набуде вигляду (14). Твердження доведено.  

Оскільки незалежною змінною є ( )
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1 / px z a= − , то зі збільшенням 
параметра p зростає швидкість збіжності ряду (14). Але більші значення р 
ускладнюють рівняння (16).  

Зауважимо, що швидкість збіжності ряду (14) зменшується при 0r → , 
тобто в околі центра квантової точки. Щоб забезпечити точність розрахун-
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Маючи вираз для електростатичного потенціалу ( )rϕ  (14), знаходимо 

заповнення електронних станів ( )n r  у квантовій точці: 
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Числові розрахунки і обговорення результатів. Використовуючи нелі-
нійне рівняння Пуассона–Фермі–Дірака (1) з урахуванням електрон-де-
формаційного потенціалу, наведем числові результати теоретичних дослі-
джень координатної залежності розподілу електростатичного потенціалу, 
напруженості електричного поля та електронної густини в квантовій точці 
InAs, яка знаходиться в матриці GaAs (наявність матриці відображено в 

крайових умовах (2)) з такими параметрами: 5.08ca = − еВ [9]; 15.15ε = ; 
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0.1eBnE = [4]; 0.2eBµ = ; 0
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[12]. 
Числові розрахунки виконано в середовищі Mathematica. Розрахунок 

електростатичного потенціалу ( )rϕ , напруженості електричного поля ( )E r  

та електронної густини ( )n r  у квантовій точці InAs здійснено для 80 чле-

нів ряду (14) з відносною похибкою ~ 33 10−⋅ . 
На рис. 1–3 подано координатні залежності електростатичного потен-

ціалу ( )rϕ , напруженості електричного поля ( )E r та перерозподілу елек-

тронної густини ( )n r  відповідно в квантовій точці розміром 0 100R = Ǻ за 

таких значень параметра δ : 1 – 0,1; 2 – 0,5; 3 – 0,9 та таких значень 
температури T: суцільна лінія – 77К , штрихова – 300К . 

Як видно (рис. 1), зі збільшенням параметра δ  (температури) потенціал 
( )rϕ  зростає (спадає). Зокрема, зі збільшенням параметра δ  в інтервалі 

0,1…0,9 підвищується електростатичний потенціал у центрі квантової точки 
радіуса 0 100R = Å при 77КT =  на 7мВ, а при 300КT =  на 20 мВ.  

 
Рис. 1.                                             Рис. 2. 

Розподіл напруженості електричного поля у квантовій точці (рис. 2) має 
немонотонний характер з мінімумом, положення якого з ростом температури 
зсувається до центра квантової точки. Зі збільшенням параметра δ  в ін-
тервалі 0,1…0,9 напруженість електричного поля зменшується на 40 кВ/см 
при 300КT = . 

З віддаленням від центра квантової точки концентрація електронів 
монотонно зростає (рис. 3). Причому, із падінням температури вона у кван-
товій точці підвищується, а характер розподілу практично стає рівномірним 
(рис. 3, суцільна лінія). 

 

 
Рис. 3. 
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НЕЛЕНЕЙНАЯ МОДЕЛЬ РАСПРЕДЕЛЕНИЯ ПОТЕНЦИАЛА В НАНОГЕТЕРОСИСТЕМЕ  
С КВАНТОВОЙ ТОЧКОЙ ДЛЯ УРАВНЕНИЯ ПУАССОНА–ФЕРМИ–ДИРАКА 
 
Построен алгоритм решения уравнения Пуассона–Ферми–Дирака для сферичес-
кой и цилиндрической геометрий в виде логарифма от степенного ряда, который 
описывает, с учетом деформационного потенциала, распределение электроста-
тического потенциала и напряженности электрического поля в квантовой точке, 
которая окружена матрицей. 

 
 
NONLINEAR MODEL OF THE POTENTIAL DISTRIBUTION IN THE NANOHETEROSYSTEM WITH  
A QUANTUM DOT FOR POISSON–FERMI–DIRAC EQUATION 
 
The algorithm of the solution of the Poisson–Fermi–Dirac equation for a case of 
spherical and cylindrical geometries is constructed in the form of the logarithm from a 
power series which describe, taking into account a deformation potential, allocation of 
an electrostatic potential and an electric field strength in a quantum dot which is 
surrounded by a matrix. 
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