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ПЕРІОДИЧНА ЗАДАЧА ДЛЯ СИНГУЛЯРНО ЗБУРЕНИХ ПАРАБОЛІЧНИХ 
РІВНЯНЬ ДРУГОГО ПОРЯДКУ 
 

Побудовано асимптотичні розвинення розв’язків періодичних задач для син-
гулярно збурених параболічних рівнянь другого порядку. 

 

Вступ. Сингулярно збуреним класичним задачам як для звичайних ди-
ференціальних рівнянь, так і для рівнянь у частинних похідних різних ти-
пів присвячено чимало праць [9, 13, 14]. 
 Велику увагу останнім часом приділяють нелокальним задачам, що по-
в’язано з різноманітними практичними застосуваннями [7]. Очевидно, акту-
альне вивчення цих мало досліджених нелокальних сингулярно збурених 
задач. Ця публікація продовжує дослідження [16, 17]. 

Формулювання задач. В області   , : 0 1,0D x t x t T      розгля-

немо диференціальні рівняння 

 
2

2

2
( , ) ( , )

u u
a x t u f x t

t x

 
   

 
, (1) 

 
2

2

2
( , ) ( , )

u u
a x t u f x t

t x

 
    
 

 (2) 

з початковою умовою  

 ( ,0, ) 0,u x   0 1x   (3) 

і періодичними умовами 
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де 0   – малий параметр. 

 Припустимо, що виконуються такі умови: 

 1) Функції  ( , )a x t  та ( , )f x t , що входять у (1) і (2), достатньо гладкі; ця 

гладкість, очевидно, зв’язана з порядком асимптотики N . 

 2) ( , ) 0a x t    в D . 

 За цих умов, очевидно, для кожної з задач (1), (3), (4) і (2), (3), (4) існує 
єдиний класичний розв’язок. Мета роботи – побудова асимптотичних роз-

винень розв’язків кожної з задач до будь-якого порядку N  і доведення їх 
асимптотичної коректності. 

Побудова формальної асимптотики. Методом примежового шару [3, 4] 
побудуємо асимптотичні розвинення розв’язків задач (1), (3), (4) і (2), (3), (4) 
за степенями  . Під час отримання асимптотики розв’язків використовуємо 

ідею побудови асимптотики розв’язку допоміжної (простішої) задачі для 
вихідних рівнянь [3]. 
 Побудуємо формальну асимптотику розв’язку задачі (1), (3), (4). Для 
цього розглянемо допоміжну задачу 
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з початковою умовою  

 ( ,0, ) 0,y x   0 1x   (6) 

і крайовими  
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де ( )iA t , 0,i N  – невідомі функції, (0) 0iA  , 0,i N . 

 Формальну асиптотику розв’язку задачі (5)–(7) шукаємо у вигляді 
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де N  (тут і далі) – натуральне число – порядок асимптотики; ( , ),iy x t  

0,i N  – функції регулярної частини асимптотики; ( , ),i t  ( , ),iQ t 0,i N  

– функції примежового шару в околах точок 0,x  1x   відповідно; ,
x
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1 x
 


 – регуляризувальні перетворення. 

 Випишемо задачі, з яких визначимо функції, що входять у (8). 

 Функції регулярної частини асимптотики ( , ),iy x t 0,i N є достатньо 

гладкі при 0 1x   і їх сума з деякою точністю задовольняє рівняння (5) і 

початкову умову (6). 

 Функції ( , ),iy x t 0,i N  є розв’язками задач Коші: 
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рентно і  їх легко записати в явному вигляді. 

 Функції примежового шару ( , ),i t  0,i N  служать для того, щоб ра-

зом з функціями регулярної частини асимптотики ( , ),iy x t 0,i N  задо-
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 Функції примежового шару в околі 0x   ( , ),i t  0,i N  визначимо 

як розв’язки таких задач: 
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де 0( , ) 0;t    ( , ),i t  1, ,i N легко записати в явному вигляді і вони зале-

жать лінійно від ( , ),j t  ,j i ; ( )iA t , 0,i N  – невідомі функції. 

 Як бачимо, функції ( , ),i t  0,i N  є розв’язками другої граничної задачі 

для параболічного рівняння другого порядку (11)–(14) і визначаються, з ураху-

ванням вже знайдених функцій ( , ),iy x t 0,i N , рекурентно. Додаткові умови 

(14) забезпечують примежовий характер функцій ( , ),i t  0,i N . 
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 Тут і надалі всі функції примежового шару домножимо на зрізальні 
функції [2] і за ними збережемо старі позначення. Розв’язки задач (11)–(14) 
запишемо в явному вигляді [1] і, як показано у [8], вони є функції приме-
жового шару. 

 Функції примежового шару ( , ),iQ t 0,i N , які служать для того, щоб 

разом з функціями регулярної частини асимптотики ( , ),iy x t 0,i N  задо-
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функції ( , ),i t  0,i N .  

 Таким чином, можемо вважати, що формальне асимптотичне розвинен-
ня розв’язку задачі (5)–(7) побудовано. Залишається знайти невідомі функ-

ції ( )iA t , 0,i N . Для цього використаємо явний вигляд асимптотичного 

розвинення розв’язку задачі (5)–(7), а також першу умову (4): 
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 Виконавши елементарні перетворення у (15), отримаємо рівняння для 

знаходження ( )iA t , 0,i N : 
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 Це інтегральне рівняння Вольтерра першого роду зі слабкою особливіс-

тю. Однозначна розв’язальність (16) показана у [6]. Таким чином, отримали 

формальне асимптотичне розвинення розв’язку задачі (1), (3), (4). 

 Побудуємо формальну асимптотику розв’язку задачі (2), (3), (4). Для 

цього розглянемо допоміжну задачу 
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з початковою умовою (6) і крайовими  
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– регуляризувальне перетворення. 
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 Асимптотику розв’язку задачі (17), (6), (18) шукаємо методом примежо-

вого шару [3, 4] з використанням функцій кутового примежового шару [2]. 

 Формальну асимптотику розв’язку задачі (17), (6), (18) будуємо у вигляді 
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( , ),iQ t  ( , ),iQ t  0,i N  – функції примежового шару в околах точок 0,t   

0,x   1x   відповідно; ( , ),iP    ( , ),iP    0,i N  – кутові функції примежо-

вого шару в околах вершин (0,0) і (1,0)  відповідно; ,
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гуляризувальне перетворення. 

 Випишемо задачі, з яких знайдемо функції, що входять у (19). Їх ви-

значають стандартно. 

 Функції регулярної частини асимптотики ( , ),iy x t 0,i N  є достатньо 

гладкі при 0 1x   і їх сума задовольняє рівняння (17) з деякою точністю. 

 Їх легко подати в явному вигляді 
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і, як бачимо, виразити рекурентно. 

 Функції примежового шару в околі 0t  ( , ),i x  0,i N  служать для 

того, щоб разом з функціями регулярної частини асимптотики ( , ),iy x t  

0,i N  задовольнити початкову умову (6). 

 Функції примежового шару ( , ),i x  0,i N  визначимо як розв’язки 

таких задач (x-параметр): 
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де 0( , ) 0;x    ( , ),i x   1,i N  легко записати в явному вигляді і вони за-
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 Функції примежового шару ( , ),iQ t 0,i N  визначимо як розв’язки та-

ких задач (t-параметр): 
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де 0( , ) 0;t    ( , ),i t  1,i N  легко виписати в явному вигляді і вони зале-
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 Як бачимо, функції ( , ),iQ t 0,i N  є розв’язками звичайних диферен-

ціальних рівнянь другого порядку, їх легко записати в явному вигляді і 
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чимо аналогічно, як і функції ( , ),iQ t 0,i N . 

 Зауважимо, що функції ( , ),i x  0,i N , які забезпечують виконання 

початкової умови (6), вносять нев’язку в крайові умови при 0x   і 1x  , а 

функції ( , )iQ t  і ( , ),iQ t 0,i N , які забезпечують виконання крайових  
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2

2
(0,0) ( , ),i i

i i

P P
a P

 
     

 
0, ,i N  (26) 

 ( ,0) ( ,0),i iP Q    0, ,i N  (27) 

 
(0, ) (0, )

( ) ,i i
i

P

x

   
   

 
0, ,i N  (28) 

 
2 2
lim ( , ) 0,iP

  

   0, ,i N  (29) 

де 0( , ) 0;    ( , ),i   1, ,i N  залежать лінійно від ( , ),jP   j i  і їх легко 

виписати в явному вигляді. 

 Як бачимо, функції ( , ),iP   0,i N  є розв’язками другої граничної за-

дачі для параболічного рівняння другого порядку (26)–(29) і визначаються, 

з урахуванням вже знайдених функцій ( , )i x   і ( , ),iQ t 0,i N , реку-

рентно. Додаткові умови (29) забезпечують примежовий характер функцій 

( , ),iP   0,i N . 
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 Розв’язки задач (26)–(28) запишемо в явному вигляді [1] і, з огляду на 
припущення 2), є функції примежового шару [2]. 

 Функції кутового примежового шару в околі точки (1,0) ( , ),iP   0,i N  

визначимо аналогічно, як і функції ( , ),iP   0,i N . 

 Механізм знаходження невідомих функцій ( )i t  і ( )i  , 0,i N  пока-

жемо для випадку 0i  . Для цього використаємо явний вигляд асимпто-

тичного розвинення розв’язку задачі (17), (6), (18) при 0i  , а також першу 

з умов (4) (0, , ) (1, , )y t y t   : 

 (0,0) 0
0 0 0 0

(0, )
(0, ) ( (0) (0,0)) (0, )( ( ) )a u t

u t u e a t t
x

  
      


  

 

2 (0,0) 0
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0 0
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1 1
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xe Q e d e dz
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   


 

     
   
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(1, ) ( (1) (1,0)) (1, )( ( ) )a u t

u t u e a t t
x

  
       


  

2 (1,0) 0
0(1,0) (1,0)4

0

0 0

(1, )
( ( ) ))

1 1
( ,0)

a z

a a

z
e z

xe Q e d e dz
t z

 
   


 

    
   

  . (30) 

Виконавши елементарні перетворення у (30), окремо прирівнявши функції, 

які залежать від t і  , отримаємо рівняння для знаходження 0 ( )t  і 0 ( )  . 

Функція 0 ( )t  має вигляд 

 0 0 0
1

( ) ( (1, ) (0, )
(1, ) (0, )

t u t u t
a t a t

   


 

 0 0(1, ) (0, )
(1, ) (0, ) )

u t u t
a t a t

x x

 
 

 
. (31) 

 Для знаходження 0 ( )   отримаємо рівняння 

 0

0

( , )
( ) ( ),

K z
z dz f

z




  
 

 0,i N , (32) 

де          
(1,0)( ) (0,0)( )( , ) a z a zK z e e    ;  

(1,0) (0,0) (0,0)
0 0

1
( ) ( (1) (1,0)) ( (0) (0,0)) (a a af e u e u e

t

                  
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a z a z
a z ze e

e Q e d dz dz
x xt z z

      
 

      
   

   . 

 За допомогою згортки інтегральне рівняння Вольтерра першого роду зі 

слабкою особливістю (32) зведемо до інтегрального рівняння Вольтерра дру-

гого роду, однозначна розв’язальність якого показана у [6]. Таким чином, 

отримали формальне асимптотичне розвинення розв’язку задачі (2), (3), (4). 

Оцінка залишкових членів. Враховуючи, що знайдені формальні асимп-
тотичні розвинення наближають розв’язки задач (1), (3), (4) і (2), (3), (4) до 

порядку N , то в асимтотиках є ще доданки, в яких   входить у степені 

1N   і вище. Позначимо їх 1N
NR  і називатимемо залишковими членами 

асимптотики. 

 Стандартною процедурою отримаємо задачі для NR , подібні до вихідних. 
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 Для задачі (1), (3), (4) матимемо: 

 

2
2

2
( , ) ( , ),N N

N

R R
a x t R x t

t x

 
    

 
 (33) 

 ( ,0) 0,(0 1),NR x x    (34) 

 (0, ) (1, ),N NR t R t
(0, ) (1, )

, (0 ),N NR t R t
t T

x x

 
  

 
 (35) 

де функцію ( , )x t легко можна записати в явному вигляді і вона обмежена 

у D  в 2L  нормі. 

 Оцінку ( , )NR x t  отримаємо методом інтегралів енергії [5]. Для цього до-

множимо (33) на 2 NR  і, зводячи до дивергентного вигляду, матимемо: 

 

2
2 2 2 2( ) ( 2 ) 2 2 ( , ) 2 ( , )N N

N N N N

R R
R R a x t R x t R

t x x x

   
            

 . (36) 

 Інтегруючи (36) по області ,D  використовуючи формулу Гаусса–Остро-

градського, умови (34), (35), після простих перетворень одержуємо: 

 2 ( , )N N

D D

R dxdt x t R dxdt    . (37) 

 Оцінюючи праву частину (37) за допомогою нерівності Коші з парамет-

ром і вибираючи його достатньо малим, матимемо: 

 
22 ( )( )

,N L DL D
R C   (38) 

де C , очевидно, не залежить від малого параметра  . 

Для задачі (1), (3), (4) отримуємо 

 

2
2

2
( , ) ( , )N N

N

R R
a x t R x t

t x

 
     

 
  (39) 

з умовами (34), (35). 
 Міркуючи, як і у попередньому випадку, приходимо до аналогічного 
результату. 

Висновки. Результат роботи можна сформулювати так. 

 Теорема. Припустимо, що виконуються умови 1); 2). Тоді розв’язки 
задач (1), (3), (4) і (2), (3), (4) допускають асимптотичне розвинення довіль-

ного порядку N  виду (8) і (19), де додатково додається 1N
NR – залишко-

вий член асимптотики. Усі функції, що у них входять, отримують реку-

рентно в явному вигляді. Функції ( ),iA t 0,i N , які входять в асимптотику 

задачі (5)–(7), а також ( ),i t 0,i N , які входять в асимптотику задачі (17), 

(6), (18), знаходять як розв’язки інтегральних рівнянь Вольтерра першого 

роду зі слабкою особливістю вигляду (16) і (32) відповідно, ( ),i t  визнача-

ють в явному вигляді зі співвідношень, аналогічних (31). Залишкові члени 

розвинень є порядку 
1( )NO   у нормі 2( )L D . 

 Зауваження 1. Отриманий результат дає наближений розв’язок вихід-
ної задачі, а також його можна використати для побудови ефективних 
обчислювальних алгоритмів розв’язків задач (1), (3), (4) і (2), (3), (4) [15]. 

 Зауваження 2. Результат роботи анонсовано у [12]. 

 Зауваження 3. Подібна періодична задача для рівняння параболічного 
типу другого порядку з малим параметром, що входить множником тільки 
при похідній за часовою змінною, розглянута раніше [10, 11]. 
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ПЕРИОДИЧЕСКАЯ ЗАДАЧА ДЛЯ СИНГУЛЯРНО ВОЗМУЩЕННЫХ ПАРАБОЛИЧЕСКИХ 
УРАВНЕНИЙ ВТОРОГО ПОРЯДКА 

 
Построено асимптотическое разложение решений периодической задачи для 
сингулярно возмущенного параболического уравнения второго порядка. 
 
 
PERIODIС PROBLEMS FOR SINGULARLY PERTURBED PARABOLIC EQUATIONS OF THE 
SECOND ORDER 

 
Asymptotic expantions of the solutions to the singularly perturbed parabolic periodic 
problems of the second order equations are constructed. 
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