
 

ISSN 1810-3022. Прикл. проблеми мех. і мат. – 2011. – Вип. 9. – С. 23–38. 

УДК 517.95 
 
І. Я. Кміть  
 
ПРО РЕГУЛЯРИЗАТОРИ ДЛЯ ОДНОВИМІРНИХ ГІПЕРБОЛІЧНИХ СИСТЕМ 
ПЕРШОГО ПОРЯДКУ 

 
Подано огляд недавніх результатів з регулярності та фредгольмовості для 
гіперболічних операторів першого порядку. Показано, що гіперболічний опе-
ратор підвищує гладкість і моделюється фредгольмовим оператором нульо-
вого індексу. Ефект підвищення гладкості дає ключ у пошуку регуляри-
заторів (параметриксів) для гіперболічних задач. Побудовано регуляризатори 
для лінійних одновимірних гіперболічних систем першого порядку з періо-
дичними умовами та умовами відображення від межі області. 
 
Порівняно зі звичайними диференціальними рівняннями та рівняннями 

параболічного типу, властивості фредгольмовості та регулярної поведінки 
розв'язків гіперболічних задач є значно менш зрозумілі, а відтак, потре-
бують розвитку аналітичного апарату для їх вивчення. У працях [6, 17–20], 
серед яких [6, 19, 20] написані спільно з Лютцом Рекке, детально проаналі-
зовано окреслене коло питань для одновимірних гіперболічних операторів 
першого порядку. Мета цього огляду − підсумувати недавні результати 
авторів, що стосуються якісної теорії гіперболічних рівнянь таких, як ефект 
підвищення гладкості, побудова регуляризаторів та властивість фредголь-
мовості нульового індексу для мішаних та періодичних задач. Усі ці питан-
ня тісно пов'язані з властивостями регулярності гіперболічних операторів, а 
саме: 

• розв'язки гіперболічних рівнянь мають різні властивості регулярнос-
ті в характеристичних та нехарактеристичних напрямках, що призводить 
до т. зв. ефекту втрати гладкості; 

• сингулярності поширюються вздовж характеристик [24], що в зага-
льному унеможливлює підвищення гладкості. 

Це ускладнює доведення фредгольмовості для гіперболічних задач, зо-
крема, використання базового факту про те, що будь-який фредгольмовий 
оператор є компактним збуренням бієктивного оператора. 

Пропонуємо загальний підхід до доведення фредгольмовості для одно-
вимірних гіперболічних задач і демонструємо його на прикладі періодичних 
задач з розсіянням для загальних гіперболічних систем першого порядку, 
записаних у канонічній формі Шаудера. Підхід базується на побудові пра-
вого параметриксу (правого регуляризатора) задачі. Регуляризатори міша-
них задач для лінійних гіперболічних систем першого порядку, які викорис-
товують для побудови резольвент, знайдено, зокрема, в праці [8]. 

Результати з фредгольмовості охоплюють нестрого гіперболічні систе-
ми з розривними коефіцієнтами, але вони є новими й для строгої гіпербо-
лічності та гладких коефіцієнтів.  

Ефект підвищення гладкості має динамічну природу. Для мішаних 
задач неперервний розв'язок у визначений момент часу стає k  разів непе-
рервно диференційовним для кожного k . Для періодичних задач, коли 
задано 0k ∈ ¥  і достатньо гладкі дані, ядро задачі не залежить від 0k k≤  і 

кожний неперepвний її розв'язок є 0k  разів неперервно диференційовним 

за t . 
Математично ці результати застосовні в теорії стійкості, біфуркацій-

ного аналізу та теорії синхронізацій. На практиці мають потенційне засто-
сування в математичній біології [13–15, 22], хімічній кінетиці [1–4, 9] та в 
динаміці напівпровідникових лазерів [21, 25, 26]. 
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Підвищення гладкості. Розв'язки гіперболічних рівнянь демонструють 
широкий спектр динамічної поведінки регулярності. Сингулярності (ударні 
хвилі, градієнтні катастрофи [10, 16]) у нелінійних задачах можуть з'явля-
тися за скінченний проміжок часу навіть за малих і гладких вихідних да-
них [11]. У деяких випадках − як лінійних, так і нелінійних, − розв'язки з 
часом можуть або зберігати свою початкову регулярність, або ж змінювати 
її. Нас цікавитиме останній випадок. В області = {( , )|0 < < 1, > 0}x t x tΠ  
розглянемо задачу 

 ( ( , ) ( , )) = ( , ), ( , ) ,t xa x t b x t u f x t x t∂ + ∂ + ∈ Π  (1) 

 ( , 0) = ( ), (0,1),u x x xϕ ∈  (2) 

(1, ) = ( , ( )), 1 , (0, ),

(0, ) = ( , ( )), < , (0, ),

i i

i i

u t h t v t i k t

u t h t v t k i n t

≤ ≤ ∈ ∞

≤ ∈ ∞
 (3) 

де u , f , ϕ  − дійсні n -вектори, , =1= { }nij i jb b ; K1= ( , , )na diag a a ;  

( ) ( )+K K K1 1 1( ) = ( ), , ( ) = (0, ), , (0, ), (1, ), , (1, ) .n k k nv t v t v t u t u t u t u t   

Припускаємо, що система є строго гіперболічна,  

+K K1 1< < < 0 < < <k k na a a a     (4) 

для всіх ( , )x t ∈ Π . Вважаємо, що a , b , f  і K1= ( , , )nh h h  є гладкими, у той 

час як ϕ  − лише неперервна. Під неперервним розв'язком задачі (1)−(3) ро-

зумітимемо неперервну вектор-функцію в Π , яка задовольняє систему 
інтегральних рівнянь, еквівалентну до (1)−(3). 

Означення 1. Говоритимемо, що неперервний розв'язок u  задачі (1)−(3) 
підвищує гладкість, якщо для будь-якого ∈m N  існує таке > 0T , що 

( )∈ Π ∩ ≥{ } .
nmu C t T  

Основним результатом цього параграфа є критерій підвищення глад-
кості для розв'язків задачі (1)−(3). Результати про підвищення гладкості 
для часткових випадків  задачі (1)−(3) отримано раніше в [5, 7, 23]. 

Припускаємо, що ϕ( )x  є неперервна і 

(0) = (0, (0)), 1 ,

(1) = (0, (0)), 1 ,

i i

i i

h v k i n

h v i k

ϕ + ≤ ≤

ϕ ≤ ≤
  (5) 

де +ϕ ϕ ϕ ϕK K1 1(0) = ( (0), , (0), (1), , (1)).k k nv  Через ⋅  позначимо евклідову 

норму в nR . 

Теорема 1 [17]. Припустимо, що ia , ijb , if , ϕi , ih  є неперервні функ-

ції за всіма аргументами. Крім цього, коефіцієнти ia  є ліпшицевими за 

∈ [0,1]x  локально за ∈ ∞[0, )t . Нехай ( , )ih t z  є неперервно диференційовні 

за nz ∈ R  і для кожного > 0T  існує таке > 0C , що 

( )∇ ≤ 1/4( , ) log log ( , ) ,zh t z C H t zP P   (6) 

де H  − поліном за z  з коефіцієнтами в [0, ]C T . Якщо виконуються 

умови (5), то задача (1)−(3) має єдиний неперервний розв'язок в Π .  
Позначимо через ( ; , )i x tω τ  характеристику i -го рівняння (1), яка про-

ходить через точку ∈ Π( , )x t . Нехай χ  − деяка характеристика i -го рів-
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няння системи (1). Припустимо, що χ  досягає ∂Π  у двох точках, причому 

( , )x t  позначає одну із них з більшою ординатою. Очевидно, що при цьому 
= 0x  або = 1x . Говоритимемо, що χ  відображається в точці ( , )x t , якщо 

− +∂ ≠K K1 1 1( , ( ), , ( ), , ( ), , ( )) 0z j i i nh t v t v t z v t v t  для деякого j n≤  і z ∈ R . У цьому 

випадку характеристики ( ; , )j x tω τ  і ( ;1 , )j x tω τ − , які лежать вище прямої 

τ{ = }t , називають  відображеннями χ . 

Означення 2. Послідовність характеристик χ χ K1 2, ,  називають траєк-

торією поширення розв'язку (ТПР), якщо кожна 1l+χ  є відображенням lχ .  

Покладемо Π = {( , )|0 < < 1,0 < < }.T x t x t T  

Теорема 2. Нехай ia , ijb , if  і ih  є гладкі функції за всіма аргумента-

ми, а також виконуються умови (4), (6). Припустимо, що для кожного 

> 0T  існує таке >T T′ , що для всіх ∈ [0,1]x  усі ТПР, які проходять 

через ( , )x T , розташовані нижче прямої =t T′ . 
Тоді неперервний розв'язок задачі (1)−(3) підвищує гладкість для кож-

ної ϕ ∈ [0,1]nC , що справджує рівності (5). 

Доведення. Визначимо послідовність K1 2, ,T T  індуктивно за таким 

правилом. Значення 1T  визначають інфімум тих значень τ > 0 , для яких 

існує x  і ТПР, що проходить через точку ( ,0)x  і лежить нижче τ=t ; ве-

личину jT  для > 1j  визначають як інфімум тих значень τ > 0 , для яких 

існує x  і ТПР, що проходить через точку −1( , )jx T  і лежить нижче −1= jt T . 

За теоремою 1 задача (1)−(3) має єдиний неперервний розв'язок u  в Π . До-

статньо показати, що ( )∈ Π Π\
nTj ju C . 

Розглянемо спочатку задачу (1)−(3) в 1\ TΠ Π . Тут розв'язок справджує 
систему інтегральних рівнянь  

ξ ω
≠

+
 

+ τ − ξ τ ξ τ + ξ τ τ ≤  τ  
∑∫ =

( , ) = ( ( , ); , ) ( ( , ), ( ( , )))

( ; , ) ( , ) ( , ) ( , ) | , ,( ; , )( , )

i i i i i i

i ij j it ii j i

u x t E t x t x t h t x t v t x t

t
E x t b u f d i nx tx t

 (7) 

де 
τ

τ ω τ τ τ∫ 1 1 1( ; , ) = exp ( ( ; , ), )i ii it
E x t b x t d , ( , )it x t  − найменше значення τ ≥ 0 , 

за якого характеристика ξ ω τ= ( ; , )i x t  досягає ∂Π . Надалі поруч із рівнянням 

ξ ω τ= ( ; , )i x t  також використовуватимемо обернене рівняння τ ω ξ%= ( ; , )i x t . 

Згідно з означенням 1T ,  

ξ ω
≠

+

 
+ τ − ξ τ ξ τ + ξ τ τ  τ  

∑∫ =

( ( , )) = ( ( , ( , )); , ( , )) ( ( , ( , )), ( ( , ( , ))))

( , )
( ; , ( , )) ( , ) ( , ) ( , ) | ,( ; , ( , ))( , ( , ))

j i j j j i j i j j j i j j i

i
j j i js s jt j j ij j i s j

v t x t E t x t x t x t x t h t x t x t v t x t x t

t x t
E x t x t b u f dx t x tx t x t

  

де = 0jx , якщо 1 ,j k≤ ≤  і = 1jx , якщо + ≤ ≤1k j n . Продовжуючи подібно, 

праву частину зведемо до вигляду, який не залежить від v  і ϕ . Зведену 

задачу позначатимо (7'). Доведемо спочатку, що u  володіє ( )Π Π1 1\
T

xC -ре-

гулярністю. Достатньо показати, що права частина (7') має неперервну 
похідну за .x  Для цього зробимо заміну змінних у кожному інтегралі в (7'). 
Перетворення проілюструємо на прикладі інтегрального виразу  
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ξ ω
τ ξ τ ξ τ ττ∫ =

( , )
( , ) = ( ; , ( , )) ( , ) ( , ) | ,( ; , ( , ))( , ( , ))

i
ijm j j i jm mt j j ij j i

t x t
I x t E x t x t b u dx t x tx t x t

  

де ≤i k , ≥ + 1j k , ≤m k  і (1, ( , ( , ))) > 0m j i it t x t x t . Звідси = 0ix  і = 1jx . 

З огляду на (7) отримуємо (з точністю до знака):  

ω ξ ω
≠

τ ξ τ ξ τ ξ τ ξ τ ξ τ +

τ
+ τ ξ τ − + τ τ τ =τ ξ τ τξ τ

∫

∑∫ 1 1 1= =1

( , )
( , ) = ( ;0, ( , )) ( , )[ ( ( , ); , ) ( ( , ), ( ( , ))

(0, ( , ))

( ; , ){ ( )( , )} | ] |( ; , ) ( ;0, ( , ))( , )

( , )
=

(1, (0, ( , )))

i
ijm j i jm m m m m mtj i

m mp p m zt m j im p m

i
tm j i

t x t
I x t E t x t b E t h t v t

t x t

E b u f z d dt x t

t x t
t t x t

{ }ρ
ξ ξ ω ρ θ τ η ωτ

τ
ρ η ρ τ η ρ ×

− η ρ

× ξ σ σ τ τ τ +σ η ρ ρ τ

∫

∫ '
= = (0, ; , ), =

(0, )
( ;0, ( , )) ( , ) ( ; , )

( )( , )

exp ( , ) | | ( , ( ))( ; , ) ( ;0, )

m
j i jm m

m j

m mx tm m

a
E t x t b E

a a

a d h v d

  

{ }ρ
ξ ξ ω ρ θ ξ τ η ωτ

≠

+ ρ η ρ τ η ρ ×
− η ρ

× ξ σ σ ×σ η ρ ρ ξ τ
  × − ξ τ ξ τ + ξ τ ξ∂τ 
  

∫

∫

∑

'
= = ( , ; , ), =

1( ; 0, ( , )) ( , ) ( ; , )
( )( , )

exp ( , ) | |( ; , ) ( ; , )

( , ) ( , ) ( , ) ,

j i jm mSm m j

m x tm m

mp p m
p m

E t x t b E
a a

a d

b u f d

 (8) 

де 
ξ τ ≤ ξ ≤ ω ξ ≤ τ ≤ ω ξ%= {( , ):0 1, ( ;1, (0, ( , ))) ( ;0, ( , ))},m m j i j iS t t x t t x t  

θ ξ τ( , ; , )x t  позначає t -координату точки, де характеристики ω τ1( ;0, ( , ))j it x t  і 

ω τ ξ τ1( ; , )m  перетинаються. Оскільки θ ξ τ( , ; , )x t  є 1
xC -гладкою, то цією ж 

гладкістю володіє і функція ( , )ijmI x t . Отже, права частина (7') є неперерв-

но диференційовною за x , а відтак ( )1\
nT

xu C∂ ∈ Π Π . Той факт, що u  на-

лежить до ( )1 1\
nT

C Π Π  випливає зі системи (1). 

На наступному кроці доводимо, що ( )∈ Π Π2 2\
nT

u C . Для ∂xu  запи-

суємо систему  

( )
ξ

≠

ξ ξ ξ ξ ω

∂ + τ − ξ τ ∂ ξ τ −

−∂ ξ τ ∂ ξ τ + ∂ ξ τ τ ≤τ

∑∫
%

=

( , ) = ( )( , ) ( ; , )[ ( , ) ( , )
( , )

( , ) ( , ) ( , , )] | , ,( ; , )

x i i i ij jti j i

i i i
i

t
u x t R u x t E x t b u

x t

a u f u d i nx t

 (9) 

де ξ τ ξ τ − ξ τ∑%
=1

( , , ) = ( , ) ( , ) ,
n

i i ij jj
f u f b u   

1

=

( )( , ) = ( ; , ) ( , )

[ ( , , ) ( , ) ( ) ( )( , )] | ,( , )

i i i i
'

i i v i i ti

R u x t E x t a y

f y u h v v h v x t

−

τ τ

τ τ ×
× τ − ∇ τ ⋅ τ − ∂ τ%  (10) 

= 0iy  при + ≤ ≤1k i n  і = 1iy  при ≤ ≤1 i k . У (10) використаємо пред-
ставлення  

( )
ξ ξ ξ

≠

ξ ξ ω

− ∂ − +

+ τ − ξ τ ∂ ξ τ − ∂ ξ τ ∂ ξ τ +

+ ∂ ξ τ ττ

∑∫

% %

%

'

=

( ) = ( , , ) ( , ) ( , ) = ( , , ) ( , )[( )( , )

( ; , )( ( , ) ( , ) ( , ) ( , )
( , )

( , , )) | ].( ; , )

j j j j j x j j j j j j j j

j j js s j jtj j s j

j
j j

v t f x t u a x t u x t f x t u a x t R u x t

t
E x t b u a u

x t

f u dx t

  

Продовжуючи так, за скінченну кількість кроків отримуємо таке зображен-

ня граничної функції (10), яке не залежить від 'v . Далі показуємо, що пра-
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ва частина отриманого виразу для ( , )x iu x t∂  є неперервно диференційовна. 
Для цього використовуємо заміну змінних і перетворюємо інтеграли, як у 

(8). Оскільки 1 1( \ )T nu C∈ Π Π , то легко переконатись, що ( )2,1 2
, \

nT
x tu C∈ Π Π . 

Потрібна ( )2 2\
T

C Π Π -гладкість розв'язку безпосередньо випливає зі систе-

ми (1) та її диференціювань. 

Продовжуючи індукцією за k , припускаємо, що ( )− −∈ Π Π1 1\
nTk ku C  

для деякого ≥ 2k . Доведемо, що ( )∈ Π Π\
nTk ku C . Продиференціювавши (1) 

k  разів за змінною x , отримуємо систему диференціальних рівнянь щодо 

∂k
xu , а відтак можемо записати її в інтегральному вигляді (подібного до (9)). 

Означення kT  робить можливим таке інтегральне представлення, яке не за-

лежить від ( )kv , але містить інтеграли від −∂ 1k
x u . Щоб показати k

xC -глад-
кість розв'язку, перетворюємо всі інтеграли аналогічно до (8). Остаточно, 

kC -гладкість функції u  ззовні ΠTk  випливає з відповідних диференцію-
вань системи (1). Теорему доведено. 

Регуляризатори і фредгольмовість. Наступний критерій фредгольмо-
вості відіграє ключову роль при побудові регуляризаторів (параметриксів) 
для одновимірних гіперболічних операторів, а отже, і при доведенні фред-
гольмовості. 

Лема 1 [19]. Нехай W  − банахів простір, I  − тотожний оператор на 

W, ∈ ( )K L W , причому 2K  є компактним оператором. Тоді +I K  є 
фредгольмовим оператором нульового індексу.  

Періодичні задачі для гіперболічних систем з коефіцієнтами, неза-
лежними від часу. Припускатимемо, що коефіцієнти ja  і jkb  не залежать 

від t . Нехай система (1) підпорядкована періодичним умовам  

+ π ∈K( , 2 ) = ( , ), = 1, , , [0,1]j ju x t u x t j n x ,  (11) 

та умовам відображення  

+

+

∑

∑

K

K

0

= 1

1

=1

(0, ) = (0, ), = 1, , ,

(1, ) = (1, ), = 1, , .

n

j jk k
k m
m

j jk k
k

u t r u t j m

u t r u t j m n   (12) 

Тут коефіцієнти 0
jkr  і 1

jkr  − дійсні числа, а праві частини × →: [0,1]jf R R 
− π2 -періодичні за t . 

Нехай K1= ( , , )nf f f  і K1= ( , , )nu u u . Позначимо через nM  простір 

дійсних ×n n  матриць. Крім цього, для γ ≥ 0  позначимо через γW  вектор-

ний простір таких локально інтегровних функцій : [0,1] nu × →R R , що 
( )+ π( , ) = , 2u x t u x t  для майже всіх ∈ (0,1)x  і ∈t R , і таких, що 

πγ −
γ

∈
+ ∞∑ ∫ ∫

21 22

0 0

2 = (1 ) ( , ) < .ist

W
s

u s u x t e dt dx
Z

P P   

Далі, для γ ≥ 1  і ( )∞∈ (0,1); na L M , таких, що essinf | |> 0ja  для всіх 

K= 1, ,j n , введемо простори 
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1= { : , }x t xU u W u W u a u Wγ γ γ − γ∈ ∂ ∈ ∂ + ∂ ∈  

з нормами 22 2 .t xU W W
u u u a uγ γ γ= + ∂ + ∂P P P P  Покладемо: 

 = { :V u Uγ γ∈  виконується (12)}, 

( , ) = { :V a r u Uγ γ∈%  виконуються умови, спряжені до (12)}.  

Тут 0 1= ( , )r r r  з + +
0 0 1 1

=1, = 1 = 1, =1= [ ] , = [ ] .m n n m
jk jkj k m j m kr r r r  Позначимо також 

K0
11 22= diag( , , , )nnb b b b  і −1 0= .b b b  

Сформулюємо деякі властивості введених просторів. Для кожного γ∈u W  
виконується представлення  

π −

∈ π∑ ∫
2

0

1( , ) = ( ) ,      ( ) = ( , )
2

s ist s ist

s

u x t u x e u x u x t e dt
Z

, (13) 

де ∈ 2((0,1); )s nu L C  і ряд у (13) збігається до u  в γW . І, навпаки, для кож-

ної послідовності ∈( )s
su Z  з 

− γ

∈
∈ + ∞∑2 2

2
2((0,1); ), = , (1 ) <

((0,1); )
s n s s s

nL
s

u L u u s u
Z

C CP P   

існує єдиний елемент γ∈u W  з (13) (див. [12]). 

Лема 2 (критерій передкомпактності y γW ). Множина γ⊂M W  є перед-

компактною в γW  тоді і лише тоді, якщо виконуються такі дві умови: 
  (i) Існує таке > 0C , що для всіх ∈u M  виконується нерівність 

γ
∈

+ ≤∑ ∫
12 2

0
(1 ) ( ) .s

s
s u x dx CZ P P  

  (ii) Для всіх ε > 0  існує δ > 0  таке, що для всіх ξ τ ∈ −δ δ, ( , )  і всіх ∈u M  

виконується нерівність γ τ
∈

+ + ξ − ε∑ ∫
1 22

0
(1 ) ( ) ( ) < ,s is s

s
s u x e u x dxZ  де 

+ ξ( ) = 0su x  для + ξ ∈ [0,1]x . 

Лема 3. (i) Простір γU  є повним. 
  (ii) Якщо γ ≥ 1 , то для кожного ∈ [0,1]x  існує неперервне відображення 

сліду ( )γ∈ ⋅ ∈ πa 2( , ) (0,2 ); .nu U u x L R  

  (iii) Якщо γ > 3 / 2 , то γU  неперервно вкладається в × π([0,1] [0,2 ]; )nC R . 

Лема 4. (i) Для довільної γϕ ∈ *( )W  існує така послідовність ∈ϕ( )s
s Z , 

що 
− −γ

∈

ϕ ∈ ϕ ϕ + ϕ ∞∑ 2
2 2 2

((0,1); )
((0,1); ), = ,      (1 ) ( ) < ,n

s n s s s

L
s

L s x CZ
C P P  (14) 

і ряд 
∈

ϕ∑ s
s

s

e
Z

 збігається до ϕ  в *( )Wγ . При цьому виконується рівність  

[ ] γ−ϕ ϕ∫
1

0
( ), ( ) = ,s

s Wx u x dx ue  для всіх ∈ 2 (0,1)u L . (15) 

  (ii) Для довільної послідовності ∈ϕ( )s
s Z  (14) ряд 

∈
ϕ∑ s

s
s

e
Z

 збігається в 

*( )Wγ  до деякої γϕ ∈ *( )W , причому виконується рівність (15).  

Введемо лінійні оператори γ γ∈ ( ; )A L V W , γ γ∈% %( ; )A L V W  і γ∈%, ( )B B L W  
за правилами  

∂ + ∂ + −∂ − ∂ +% %0 0 1 1= , = ( ) , = , = ( ) .T
t x t xAu u a u b u Au u au b u Bu b u Bu b u
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Тоді рівняння + =Au Bu f  є операторним представленням задачі (1), (11), 
(12). 

Введемо також − × −( ) ( )n m n m  матриці  

α

+

−α +β −β 
 
 
∑

( 1 0

=1 , = 1

(1) (1)) (1) (1)
= ,

nm is j l j l
s jl lk

l j k m

R e r r   

де α β∫ ∫0 0

( )1( ) = , ( ) = .
( ) ( )

x x jj
j j

j j

b y
x dy x dy

a y a y
 

Теорема 3. Для всіх > 0c  існує таке > 0C , що: якщо  
∞∈ ≥, (0,1),   ess inf | |j jj ja b L a c  для всіх K= 1, ,j n , (16) 

∞
+ +

+ + ≤∑ ∑ ∑ ∑ ∑0 1

=1 =1 = 1 = 1 =1

1| | | | ,
n m n n m

jj jk jk
j j k m j m k

b r r
c

P P  (17) 

і 
| det( ) |sI R c− ≥  для всіх s ∈ Z ,  (18) 

то для всіх γ ≥ 1  оператор A  є ізоморфізмом і γ γ
− ≤

( ; )

1 .
L W V

A CP P   

Доведення. Нехай γ ≥ 1  і γ∈f W  є довільно фіксовані. Тоді 

∈
∑( , ) = ( )s i st

s

f x t f x e
Z

, ( ) γ

∈
∈ + ∞∑ ∫

1 22 2

0
(0,1); , (1 ) ( ) < .s n s

s

f L s f x dx
Z

C  

Потрібно показати, що існує єдиний елемент u V γ∈ , який справджує рів-
няння =Au f  і оцінку γ γ≤ ,

V W
u C fP P P P  де константа C  не залежить від 

γ 0, , , ,a b u f , а лише від c . Записуючи u  у вигляді ряду, потрібно показати, 

що існує єдина послідовність ∈ K( ) , =1, , ,s
j su j nZ  де ( )∈ 1 (0,1);s

ju H C  справджують  

( )+ + K( ) ( ) ( ) ( ) = ( ), = 1, , ,s s s
j j jj j j

da x u x is b x u x f x j n
dx

 (19) 

0

= 1

1

=1

(0) = (0), = 1, , ,

(1) = (1), = 1, , ,

n
s s
j jk k

k m

m
s s
j jk k

k

u r u j m

u r u j m n

+





+ 

∑

∑

K

K
 (20) 

γ
γ

∈

+ ≤∑ ∫ K
12 2

10
(1 ) | ( ) | , = 1, , ,s

j W
s

s u x dx C f j n
Z

P P  (21) 

γ
γ

∈

+ + ≤∑ ∫ K
212

20
(1 ) ( ) ( ) ( ) , = 1, , .s s

j j j W
s

ds a x u x isu x dx C f j n
dxZ

P P   

Остання оцінка випливає з (17), (19) і (21). Очевидно, що (19) викону-
ється тоді і лише тоді, коли  

− α α −β +β
+  

 
∫0

( )( ) ( ) ( ) ( )
( ) = (0) .

( )

s
xis is js sj j j j

j j
j

f yx x y y
u x e u e dy

a y
 (22) 

Умови (20) виконуються тоді і лише тоді, коли 

+
∑ K0

= 1

(0) = (0), = 1, , ,
n

s s
j jk k

k m

u r u j m   (23) 
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− α − α

+

− α α

− α α

−β −β− =

−β +β
− +

−β +β+ +

∑ ∑

∫

∑ ∫ K

1 0

=1 = 1

1

0

11

0
=1

(1) (1) (1) (1)
(0) (0)

( )(1) (1) ( ) ( )
=

( )

( )(1) (1) ( ) ( )
, = 1, , .

( )

m nis iss sj j k k
j jk kp p

k p m
s

is is jj j j j

j
sm

is is kk k k k
jk

kk

e u e r r u

f yy y
e e dy

a y

f yy y
e r e dy j m n

a y

 (24) 

Система (24) (щодо + K1( (0), , (0))s s
m nu u ) має єдиний розв'язок тоді і лише 

тоді, коли матриця − sI R  є регулярна. З огляду на припущення (17), (18), 

існують коефіцієнти s
jkc  і константа C , такі, що  

− α α−β +β +∑ ∫ K
1

0
=1

( )(1) (1) ( ) ( )
(0) = , = 1, , ,

( )

sn
is iss s kk k k k

j jk
kk

f yy y
u c e e dy j m n

a y
 (25) 

і ≤| |s
jkc C  рівномірно по a , 0b , r  і ∈s Z , які задовольняють (17), (18). 

Отже, для кожного ∈s Z  задача (19), (20) має єдиний розв'язок, який до-
пускає інтегральне представлення (22). При цьому cправедлива оцінка  

≤ ∫
1

0
| ( ) | ( ) .s s

ju x C f x dxP P   (26) 

Оцінка (21) тепер випливає з γ∈f W . Теорему доведено.  

Теорема 4. Припустимо, що для деякого >0c  виконуються умови 
(16), (18) і така умова: 

для всіх ≠j k  існує ∈ (0,1),jkc BV  таке, що  

−( ) ( ) = ( )( ( ) ( ))k jk jk j ka x b x c x a x a x  для майже всіх [0,1]x ∈ . (27) 

Тоді 

      (i) +A B  є фредгольмовим оператором нульового індексу з γV  в γW  

для всіх γ ≥ 1 , а також ( ){ }γ+ ∈ +ker( ) = : = 0A B u V A B u  не залежить 

від γ . 

      (ii) Припустимо, що ( )∈ 0,1 [0,1]; na C M . Тоді 

( ){ }γ γ+ ∈ ∈ 〈 〉 2: = : , = 0
L

A B u u V f W f u{  для всіх ( )∈ +keru A B } , 

де ( )γ+ ∈ +%ker( ) = { : = 0}A B u V A B u  не залежить від γ . 

Теорему 4, коли 1=1, = 2, ( ) =1m n a x , −2( ) = 1,a x  доведено раніше [19]. 

Доведення. Очевидно, що +A B  є фредгольмовим з V γ  в W γ  тоді і лише 

тоді, коли 1I BA−+  є фредгольмовим з γW  в γW . Доведемо, що 1I BA−+  є 

фредгольмовим з γW  в γW , використовуючи критерій фредгольмовості (див. 

лему 1) при γ=W W  і −1=C BA . Щоб показати компактність оператора 

( )− 21BA , використовуватимемо лему 2. 

Умова ( )i  виконується тому, що −1BA  є обмеженим оператором на γW . 

Залишається перевірити умову ( )ii . Розглянемо обмежену множину γ⊂N W  

і ∈f N . Позначимо −1=u A f  і ( )−% 21=u BA f . Тоді  

1

0

( ) ( ) ( ) ( )
( ) = ( ) ( ( ) ( ) ( )

xis iss sk k k k
j jk k kl l

k j l k

x x y y
u x b x e e a y b y u y dy

− α α −

≠ ≠

−β +β +∑ ∑∫%  
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1 1

0
=1

(1) (1) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ).
n

is iss sl l l l
kl l lr r

l r l

y yd e e a y b y u y dy− α α −

≠

−β +β+∑ ∑∫   

Отже, τ+ ξ − ξ τ + ξ τ + ξ% %( ) ( ) = ( , , ) ( , , ) ( , )s is s s s s
j j j j ju x e u x P x Q x R x , де 

( )

( )( )
( )

+ξ −α

≠ ≠
−

−α−β − α

≠
−β −β

≠

+ξ +τ+α −β +ξ +β
ξ τ ×

× + ξ
+ξ +τ+ξξ τ + ξ −

+ξξ + ξ −

∑ ∫

∑

∑

1

( ) ( ) ( ) ( )
( , , ) =

( ) ( ) ( ) ( ) ,
( )( ) ( )

( , , ) = ( ) ( ),

( ) ( )( , ) = ( ) ( ) ( ),

x iss k k k k
j x

j k l
s

k jk kl l

is iss skk k
j jk k

k j

s sk k
j jk jk k

k j

x y x y
P x e

a y b x b y u y dy
xx x

Q x b x e e e S x

x xR x b x e b x e S x

 
α −

≠

− α α −

≠

+β +

−β +β+

∑∫

∑ ∑∫

1

0

1 1

0
=1

( ) ( )( ) = ( ) ( ) ( )

(1) (1) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) .

x iss sk k
k k kl l

l k
n

is iss sl l l l
kl l lr r

l r l

y yS x e a y b y u y dy

y y
d e e a y b y u y dy

  

Потрібно показати, що  

( )12 2 2 2

0
(1 ) | ( , , ) | | ( , , ) | | ( , ) | 0s s s

j j j
s

s P x Q x R x dxγ

∈
+ ξ τ + ξ τ + ξ →∑ ∫

Z
 

для ξ + τ →| | | | 0 рівномірно по ∈f N . Оскільки =Au f , то виконується (26) і  

γ
γ

∈

+ ξ τ ≤ ξ∑ ∫
12 2 2 2

0
(1 ) | ( , , ) | ,s

j W
s

s P x dx C f
Z

P P   (28) 

де константа C  не залежить від ξ τ, ,j  і f . Звідси ліва частина (28)  прямує 

до нуля при ξ →| | 0  рівномірно по ∈f N . 

Щоб оцінити ( )s
jS x , використовуватимемо (19) і рівність =Au f :  

( )α α −( ) ( ) ( )( ) ( )( ) = .
( )

s s
is iss l ll ll l

l
l

f y b y u yy yd e u y e
dy a y

 

Звідси 
 

( ) ( )
( )

(( ) ( ) ( ) ( ) ( )) ( )( )( ) = ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )( )= ( ) .
( )

is is isiss s sl k k k l kl
l l l

k l

s s
isis sl ll l kl

l
l

a y a y y y y yyd dis e u y e e u y e u y
a y a y dy dy

f y b y u y yy de e u y
a y dy

α α αα

αα

− −α − =

−
−

 

Таким чином,  

( )

( )( ) ( ) ( )( ) ( )
( ) =

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) .

( )

kis skl l klk k
l

k l k

s s
isis sl ll l kl

l
l

yb y a y b yy y ee u y
a y is a y a y

f y b y u y yy de e u y
a y dy

β
α

αα

+β ×
−

 −
× −  

 

 (29) 

Крім цього, враховуючи припущення (27), для всіх ≠k l  маємо: 

( )0

( ) ( )( ) ( )
( ) ,

( ) ( )
x is s sl klk k

l l
l k

a y b yy yde e u y dy C u
a y a y dy

β α
∞≤

−∫ P P   

де константа C  не залежить від , , ,x k l s  і u . Враховуючи (26) і (29), отри-
муємо 
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1

0 0

( )( ) ( )
( ) ( )

( ) 1 | |

x is s sklk k
l

k

b yy y Ce u y dy f y dy
a y s

α +β ≤
+∫ ∫ P P   

для деякої C , що не залежить від , , ,x k l s  і f . Подібно оцінюємо й інші 
інтеграли. Підсумовуючи, отримуємо  

1

0
| ( ) | ( )

1 | |
s s
j

CS x f y dy
s

≤
+ ∫ P P   

з новою C , що не залежить від , ,x j s  і f . Звідси  

( )−α − α+ξ +τ
ξ τ ≤ −

+∫ ∫K

1 12 2 2

0 0=1, ,

( ) ( )
| ( , , ) | | | ( ) ,max

1 | |
is iss sk k

j
k n

x xCQ x dx e e f y dy
s

P P  

де C  не залежить від ξ τ, , , ,x j s  і f . Згідно з припущенням (16), маємо оцінку 

 γ
γ

∈

+ ξ τ ≤ ξ + τ∑ ∫
12 2 2 2 2

0
(1 ) | ( , , ) | ( )s

j W
s

s Q x dx C f
Z

P P  (30) 

з новою костантою. Отже, ліва частина (30) прямує до 0 при ξ + τ →| | | | 0 . 
Остаточно,  

γ

∈
−β −β

γ

+ ξ ≤

+ξ≤ + ξ −

∑ ∫

∫K

12 2

0

1 2 2

0=1, ,

(1 ) | ( , ) |

( ) ( )
| ( ) ( ) | ,max

s
j

s

k k
jk jk Wk n

s R x dx

x x
C b x e b x e dx f

Z

P P
  

звідки ліва частина прямує до 0 при ξ →| | 0 . 
Таким чином, доведено альтернативу Фредгольма для 

( , )A B L V Wγ γ+ ∈ : *dim ker( ) = dim ker( ) < ,A B A B+ + ∞   
γ

γ+ ∈ ϕIm( ) = { : [ , ] = 0
W

A B f W f  для всіх *ker( ) }A Bϕ ∈ + . 

Залишається довести, що +ker( )A B  і +% %ker( )A B  не залежать від γ , а та-

кож γ+ ∈ 〈 〉 2Im ( ) = { : , = 0
L

A B f W f u  для всіх ∈ +% %ker( )}u A B . Доведення 

цього твердження випливає з праці [20, Lemma 5.1]. 

Періодичні задачі для гіперболічних систем з коефіцієнтами, що за-
лежать від часу. Розглянемо задачу (1), (11), (12) з коефіцієнтами, які зале-
жать як від x , так і від t . 

Працюватимемо в просторах неперервних функцій. Через ( )C R  позна-
чимо простір неперервних функцій ϕ × →: [0,1] ,R R  такий, що 

ϕ + π ϕ( , 2 ) = ( , )x t x t  для всіх ∈ [0,1]x  і ∈t R , з нормою 

≤ ≤ ≤ ≤ π
ϕ ϕ( )

0 10 2
= | ( , ) | .max maxC

x t
x tRP P  

Через ( )nC R  і ( )nC M  позначимо векторні простори всіх відображень 

× →K1= ( , , ) : [0,1] n
nu u u R R  і × →, =1= [ ] : [0,1]n

jk j k nb b R M  ( nM  є вектор-

ним простором усіх ×n n  матриць), таких, що ∈ ( )ju C R  для всіх ≤ ≤1 j n  і 

∈ ( )jkb C R  для всіх ≤ ≤1 ,j k n , з нормами 

≤ ≤
( )( 1

= max)n j CC j n
u u RR

P P P P  і 
≤ ≤

( )( 1 ,
= ,max) jk CC n j k n

b b RMP P P P  

відповідно. Крім цього, позначимо через 1( )nC R  і 1( )nC M  векторний про-

стір усіх ∈ ( )nu C R  і всіх ∈ ( ),nb C M  таких, що ∂tu  і ∂tb  існують і є непе-

ревними, з нормами  
 + ∂1 ( ) ( )( )

= n nn tC CC
u u uR RR

P P P P P P  і + ∂1 ( )(( )
= ) t CC nC nn

b b b MMM
P P P P P P . 
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Для заданого ( )∈ ∩ 1 ,
n

xa W C  такого, що ≠ 0ja  для всіх ≤j n , введемо 

простір розв'язків  

 ∈ ∂ + ∂ ∈  =1
= { ( ): ( )}

nn n
t j j x j j

U u C u a u CR R  

з нормою  + ω∂ + ∂ 
2

2

=1( (

2= ,
) )

n

U n t j j x j njC C
u u u a u

R R
P P P P  де ∂t ju  і ∂x ju  − 

узагальнені похідні. 

Лема 5. Простір U  є повним.  

Доведення. Нехай ∈( )k
ku N  – фундаментальна послідовність в U . Тоді 

∈( )k
ku N  і ∈∂ + ∂( )k k

t x ku a u N  – фундаментальні послідовності в ( )nC R , де 

∂ k
tu  і ∂ k

xu  розуміємо в сенсі узагальнених похідних. Оскільки ( )nC R  є 

повним, то існують такі ∈,v w W , що →ku v  в ( )nC R , ω∂ + ∂ →k k
t xu a u w  

в ( )nC R  при → ∞.k  Залишається показати, що ω∂ + ∂ =t xv a v w  в 'D . Розгля-

немо гладку функцію ( )ϕ × π →: (0,1) 0,2 nR  з компактним носієм і 1C -послі-

довність →kv v  в ( )C R . Тоді легко отримуємо бажане твердження:  

→∞ →∞

ω∂ + ∂ ϕ − ω∂ ϕ + ∂ ϕ =

ω∂ ϕ + ∂ ϕ ω∂ + ∂ ϕ ϕ
(

(

, = , ( ) )
= , ( ) = , = ,lim lim)

nt x t xD C
k k k

nt x t x DC Dk k

v a v v a

v a v a v w
R

R
. 

Нехай = ∈ :V u U{  u  задовольняє умову (12)}. Очевидно, що −V  

замкнутий підпростір простору .U  Позначимо: 

ξ ξ  
ξ η ω η η ξ   ξ ω ξ  

∫
( ; , )

( ; , ) = exp ( , ( ; , )) , ( ; , ) = ,
( , ( ; , ))

jj j
j j jx j j j

b c x t
c x t x t d d x t

a a x t
 

+ ≤ ≤ ≤ ≤ ∈ ∈ π

  η ω η η +  
  

 + η ω η ω η  
  

∫

∫

1

1 1 [0,1] [0,2 ]

0

1

( , ) = exp ( , ( ; , ))max max max max

( , ( ;1, (1; , ))) .

jj
jxm j n k mx t j

kk
k j

k

b
R a b x t d

a

b
x t d

a

  

Векторний простір неперервних розв'язків однорідної задачі (1), (11), (12) 

позначимо через K . Нехай { }∂ 2

( )
= exp 2 / .a t j j C

L a a R
 

Теорема 5. Нехай ∈ 1, ( )na b C M  такі, що виконується (4),  

+
∑ ∑ 1 0

, = 1 =1

= ( , ) | |< 1
n m

a jk kl
j l m k

q L R a b r r   (31) 

і  

( ) ( )
+

∂ − ×
   × ω ω ω   

  
∑ ∑ 1 0

,, = 1 =1

( , )

1, (1; , ) 0, (0;1, (1; , )) < 1.max

a x
n m

k l
j k j jk kl

x t j kj l m k

L R a a b

a a
x t x t r r

a a
 (32) 

Тоді 
      (i) ∞dim <K . 

      (ii) dim > 0K  або для всіх ∈ ( )nf C R  існує єдиний розв'язок задачі (1), 
(11), (12). 

Доведення. Введемо оператори ∈ ( ; )A L V W  і ∈ ( )B L W  за правилами  

 
 ω∂ + ∂ +      

∑=1
= =1

= , = .

n
n

t j x j jj j jk kj
j k j

Au u a u b u Bu b u  
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Тоді рівняння + =Au Bu f  є операторним представленням задачі (1), (11), 
(12). 

Спочатку доведемо, що оператор A  є ізоморфізмом з V  на W . Нехай  
∈f W  є довільно фіксованим. Достатньо показати, що існує єдиний елемент  
∈u V , що справджує  систему  

( , ) ( , ) = ( , ), ,t j j x j jj j ju B a x t u b x t u f x t j nω∂ + ∂ + ≤  (33) 

з умовами (11), (12), а також апріорну оцінку  
≤V Wu C fP P P P   (34) 

з константою C , що не залежить від f . 
Не важко переконатись, що за умов (31) і (32) задача (1), (11), (12) екві-

валентна системі  

0
( , ) = (0; , ) (0, (0; , )) ( ; , ) ( , ( ; , )) , ,

x

j j j j j j ju x t c x t u x t d x t f x t d j nω + ξ ξ ω ξ ξ ≤∫  (35) 

і будь-який неперервний її розв'язок задається формулою (35) і справджує 
умови  

+

≤∑ 0

= 1

(0, ) = (0, ), ,
n

j jk k
k m

u t r u t j m   (36)  

+

τ τ ω ω τ + τ + ≤ ≤∑ ∑
=1 = 1

(0, ) = ( ) (0, (0;1, (1;0, ))) ( ), 1 ,
m n

j jkp p k j j
k p m

u d u F m j n  (37) 

де  
τ ω= (0;1, ),j t ω τ= (1; 0, )jt , 

−θ β ω τ β ω τ1 1 0( ) = (0;1, (1;0, )) (0;1, (1;0, )) ,jkp j j k j jk kpd r r  

− −τ β ω τ − β ξ ω τ ξ ω ξ τ ξ +

+ β ξ ω τ ξ ω ξ ω τ ξ

∫
∑ ∫

11 1

0

11

0
=1

( ) = (0;1, (1;0, ))[ ( ;1, (1; 0, )) ( , ( ;0, ))

( ;1, (1; 0, )) ( , ( ;1, (1; 0, ))) ].

j j j j j j j

m

jk k j k k j
k

F f d

r f d
 

Це система лінійних функціональних рівнянь щодо τ + ≤ ≤(0, ), 1ju m j n . За 

теоремою Банаха про нерухому точку за умови (31) система (35)−(37) має 
єдиний неперервний π2 -періодичний розв'язок ( )+ τ τK1(0, ), , (0, )m nu u , який 

можна знайти методом послідовних наближень:  

( )
∞

τ τ + ≤ ≤∑
=1

(0, ) = ( ), 1 ,l
j j

l

u D F m j n   (38) 

де 

( )

( ) ( )

0 1

=1 = 1

1 1

= , ( ) = ( ) ( (0;1, (1; 0, ))),

( ) = ( ).

m n

j j j jkp p k j
k p m

l l
j j j

D F F D F d F

D F D D F

+

−

τ τ ω ω τ

 τ τ 

∑ ∑
  

Далі, використовуючи (36), робимо висновок про те, що існує така кон-
станта > 0,C  що для всіх ∈f W  виконується оцінка 

π⋅ ≤[0,2 ](0, ) .C Wu C fP P P P   (39) 

Беручи до уваги (35), отримуємо апріорну оцінку  

≤W Wu C fP P P P   (40) 

з новою константою > 0,C  що не залежить від f . 
Не важко переконатись, що функція u , визначена формулою (35), задо-

вольняє (33) в сенсі розподілів, тобто ( , ) ( , ) ( , )t j j x j jj j ju a x t u b x t u f x tω∂ + ∂ = − +  
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для всіх ≤j n , що й приводить до потрібної оцінки (34). Цим завершується 
доведення властивості ізоморфізму оператора A . 

Таким чином, оператор +A B  з V  в W  є фредгольмовим тоді і лише 

тоді, коли є фредгольмовим оператор −+ 1I BA  з W  в W . Покладемо 
−1=C BA  і застосуємо лему 1. Для цього використовуватимемо критерій 

передкомпактності у просторі неперервних функцій. Нехай ⊂N W  − деяка 

обмежена множина і M  − її образ при відображенні 2C . Оскільки 2C  є об-
меженим оператором на W , множина M  є рівномірно обмежена в W . За-
лишається перевірити властивість одностайної неперервності множини M  в 

W . Покладемо % 2=u C f . Отже, досить довести, що існує така функція 

+α →: R R , що α →( ) 0p  при → 0p , і має місце оцінка 

 ( )1 2( , ) ( , ) | |
W

u x h t h u x t h+ + − ≤ α% %  (41) 

для всіх ∈%u M  і +1 2| |=| | | |h h h , де ∈ 2
1 2( , )h h R . Тоді 

( )

( )

∞

+ ≠
∞

≠ +

≠ ≠

β ω +

+ β ω +

+ β ξ ξ ω ξ ξ ≤

∑ ∑

∑ ∑ ∑

∑ ∑∫

%
= 1, =0

0

=1, = 1 =0

0
=1, =1,

( , ) = ( , ) (0; , ) ( (0; , ))

( , ) (0; , ) ( (0; , ))

( , ) ( ; , ) ( )( , ( ; , )) , ,

n
l

j jk k k k
k m k j l
m n

l
jk k kp p p

k k j p m l
n nx

jk k ks s k
k k j s s k

u x t b x t x t D F x t

b x t x t r D F x t

b x t x t b u x t d j n

 (42) 

де  

−

≠

≠

τ β ω τ − β ξ ω τ ξ ω ξ τ ξ +

+ β ξ ω τ ξ ω ξ ω τ ξ

∑∫

∑ ∑∫

11

0
=1,

11

0
=1 =1,

( ) = (0;1, (1;0, ))[ ( ;1, (1;0, )) ( )( , ( ;0, ))

( ;1, (1;0, )) ( )( , ( ;1, (1;0, ))) ].

n

p p p p p ps s p
s s p

m n

pk k p ks s k p
k s s k

F b u d

r b u d

  

Перетворимо вираз (42) для %u  так, щоб =0|xu  і f  у правій частині не зале-

жали від x  і t . Перетворення проілюструємо на прикладі інтегрального 
виразу 

β ξ ξ ω ξ ξ∫0( , ) = ( ; , )( )( , ( ; , ))
x

ks k ks s kI x t x t b u x t d  

для довільно фіксованих k  і ≠s k . Використовуючи (35), отримуємо, що  

ξ

τ ω ξ

ω

ρ θ τ
ω

= β ξ ξ τ β ξ τ ω ξ τ +


+ β ξ ξ τ ξ ω ξ ξ τ ξ ξ =

= β ρ ρ ω ρ τ ρ τ +

+ β ρ ρ

∫

∫

∫

0

1 1 1 1 = ( ; , )
0

(0; , )

= (0, ; , )
(0; , )

( , ) ( ; , ) ( , ) (0; , ) (0, (0; , ))

( ; , ) ( , ( ; , )) |

( ; , ) ( , ( ; , )) (0, ) | (0, ) ||

( ; , ) ( ,

x

ks k ks s s s

k

s

k

s s s x t

x t

k ks k s x t
x t

k ks

I x t x t b u

f d d

x t b x t u J d

x t b
ω ξ

ρ θ ξ τ
ω ξ

ω ρ ξ τ β ξ ρ ω ρ ξ τ ξ ρ ξ τ ξ τ∫ ∫
( ; , )

= ( , ; , )
0 ( ; , )

( ; , )) ( ; , ( ; , )) | ( , ) || ( , ) ,
s

k

x tx

k s k x t s
x t

J f d d

де θ ξ τ( , ; , )x t  позначає x -координату точки, в якій перетинаються характе-

ристики ω ξ1( ; , )k x t  і ω ξ ξ τ1( ; , )s , а ξ ρ( , )J  − якобіан перетворення:  

( )ρ

ξ

  ∂   ξ ρ ρ ω ρ η ω η ρ ω ρ η     −      
∫ 2

2
( , ) = ( , ( ))exp , ( ; , ( )) .k j k

j k j
k j k

a a a
J d

a a a
  



36 І. Я. Кміть 

Властивість одностайної неперервності функцій ( , )ksI x t  тепер легко випли-

ває з припущень гладкості щодо вихідних даних задачі. Зокрема, функції 

ω ξ( ; , )j x t , ω ξ( ; , )s x t  і θ ξ τ( , ; , )x t  належать до класу 1C . Отже, з огляду на 

(39), маємо:  

+ + − ≤1 2( , ) ( , ) | | ,ks ks I WI x h t h I x t C h fP P   (43) 

де IC  не залежить від x , t , ≠k s , ∈ 2h R  і f . 
Покажемо тепер, що подібна оцінка виконується для інтегралів у пра-

вій частині оператора ω ω0( )( (0; , )) = ( (0; , ))p p p pD F x t F x t . Для прикладу роз-

глянемо інтеграл  
ω ω ω0 ( , ) = (1, (1;0, (0; , ))) = (1, (1; , )).ps p p ps pJ x t I x t I x t  

Беручи до уваги формули  

( ) ( ){ }
( ) ( ){ }

ξ− −

ξ −

∂ω ξ
− ∂ ξ ω ξ ξ

∂
∂ω ξ

∂ ξ ω ξ ξ
∂

∫

∫

1 1
2 1 1 1

1
2 1 1 1

( ; , )
= ( , ) exp , ( ; , ) ,

( ; , )
= exp , ( ; , ) ,

j
j j jx

j
j jx

x t
a x t a x t d

x
x t

a x t d
t

  

де ∂ −m  похідна за m -им аргументом, зауважимо, що aL  є спільною кон-

стантою Ліпшиця функцій ω ξ( ; , )p x t  по t  і −ω 1

, ,
maxa j
j x t

L a  − спільна констан-

та Ліпшиця функцій ω ξ( ; , )p x t  по x . Далі, враховуючи (43), отримуємо  

−

ω + + − ω ≤

 ≤ ω + + − ω ≤ + ω 
 

0 1 2 0

1
1 2

, ,

( (1; , )) ( (1; , ))

(1; , ) (1; , ) 1 | | ,max

p p

I p p W I a j W
j x t

J x h t h J x t

C x h t h x t f C L a h fP P P P
 

причому оцінка є рівномірна за + ≤ ≤1m p n , ≤s n , ≠p s  і ∈f N . Звідси 
випливає, зокрема, що  

0 0
1 2

1 2

( )( (0; , )) ( )( (0; , ))

= ( (0; , )) ( (0; , )) | | ,

p p p p

p p p p F W

D F x h t h D F x t

F x h t h F x t C h f

ω + + − ω =

ω + + − ω ≤ P P
 (44) 

де константа FC  не залежить від x , t , + ≤ ≤1m p n , h , ∈f N , а також 

≥F IC C . 
Далі встановимо оцінку одностайної неперервності для інтегральних 

виразів, що визначають оператор  

+

+

ω ω ω ω ω =

ω ω ω

∑ ∑

∑ ∑

1

=1 = 1

=1 = 1

( )( (0; , )) = ( (0; , )) ( (0;1, (1;0, (0; , ))))

= ( (0; , )) ( (0;1, (1; , )))

m n

k k klp k p l k k
l p m

m n

klp k p l k
l p m

D F x t d x t F x t

d x t F x t

 (45) 

для + ≤ ≤1m k n . Розглянемо вираз ω ω ω1( , ) = (1, (1;0, (0;1, (1; , )))).ps p l kJ x t I x t  

Беручи до уваги (43), встановлюємо оцінку 

+ + − ≤1 1 2 1( , ) ( , )J x h t h J x t  

≤ ω ω ω + + − ω ω ω ≤1 2(1; 0, (0;1, (1; , ))) (1;0, (0;1, (1; , )))I p l k p l k WC x h t h x t fP P  

≤ ω ω + + − ω ω ≤1 2(0;1, (1; , )) (0;1, (1; , ))I a l k l k WC L x h t h x t fP P  

− ≤ ω + + − ω ≤ + ω 
 

2 3 1
1 2

, ,
(1; , ) (1; , ) 1 | | .maxI a k k W I a j W

j x t
C L x h t h x t f C L a h fP P P P  
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Ця оцінка є рівномірна по x , t , + ≤ ≤1 ,m p k n , ≤l m , ≤s n  і ≠p s , а, 
отже, виконується для всіх інтегралів у правій частині (45). 

Продовжуючи подібно, встановлюємо, що для довільного ∈ 0q N  всі 

інтеграли, що входять до представлення ω( )( (0; , ))q
p pD F x t  з + ≤ ≤1m p n  

володіють властивістю одностайної неперервності. Для довільно фіксованого 
інтеграла, скажімо ( , )qJ x t , виконується оцінка 

+ − + + − ≤ + ω 
 

2 1 1
1 2

, ,
( , ) ( , ) 1 | | .max

q
q q I a j W

j x t
J x h t h J x t C L a h fP P  (46) 

Повертаючись до (42) і враховуючи (43), (44) і (46), остаточно отримуємо:  

 

π
≠

∞

τ + ≤ ≤≠

≠

+ + −

≤ + + β + + − β ⋅

+ ⋅ ⋅ β ⋅ ⋅ + τ
−

+ +

≤

+

  + 

∑

∑ ∑

∑

% %
1 2

1 2 1 1 [0,2 ]
=1,

, 1=1, =1

=1,

( , ) ( , )

| ( , ) (0; , ) ( , ) (0; , ) | (0, )

1( , ) (0; , ) | | | | | ( ) | ( )max
1

| (

j j

n

jk k jk k C
k k j

n
l

jk k W F W d p
m p nk k j l

n

jk
k k j

u x h t h u x t

b x h t h x h t h b x t x t u

b C h f L h F l q
q

b x h

P P

P P P P

+ − + ≤  1 2, ) ( , ) | | | , ,jk jk W I Wt h b x t b C h f j nP P P P

 

де dL  − спільна константа Ліпшиця функцій lspd  для індексів 1 ,m l+ ≤  ,p n≤  

.s m≤ Щоб завершити доведення, залишається зауважити, що ряд 
∞

∑
=1

( )l

l

l q  є 

збіжним і 
τ + ≤ ≤

τ ≤
, 1

| ( ) | ,max p W
m p n

F C fP P  де константа C  не залежить від ∈f N . 

Зауваження. З результатів фредгольмовості та їх доведень випливає, 
що розглядувані задачі допускають еквівалентну регуляризацію шляхом 
побудови правого регуляризатора (правого параметриксу) вигляду 
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О РЕГУЛЯРИЗАТОРАХ ДЛЯ ОДНОМЕРНЫХ ГИПЕРБОЛИЧЕСКИХ СИСТЕМ ПЕРВОГО 
ПОРЯДКА 

Наведен обзор недавних результатов по регулярности и фредгольмовости для 
гиперболических операторов первого порядка. Показано, что гиперболический опе-
ратор обладает свойством повышать гладкость и моделируется фредгольмовым 
оператором нулевого индекса. Эффект повышения гладкости дает ключ к поиску 
регуляризаторов (параметриксов) для гиперболических задач. Построены регуля-
ризаторы для линейных одномерных гиперболических систем первого порядка с 
периодическими условиями и условиями отражения от границы области. 
 
 

ON REGULARIZERS FOR FIRST-ORDER ONE-DIMENSIONAL HYPERBOLIC SYSTEMS 

We give an exposition of recent results on regularity and Fredholm properties for first-
order hyperbolic operators. We show that the hyperbolic operator is smoothing and is 
modeled by a Fredholm operator of index zero. The smoothing effect is the key in 
finding regularizers (parametrieces) for hyperbolic problems. We construct regularizers 
for first-order one-dimensional linear hyperbolic systems with periodic and reflection 
boundary conditions.  
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