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КРАЙОВА ЗАДАЧА ЗІ ЗМІШАНИМИ УМОВАМИ ДЛЯ РІВНЯНЬ ІЗ 
ПСЕВДОДИФЕРЕНЦІАЛЬНИМИ ОПЕРАТОРАМИ З АНАЛІТИЧНИМИ 
СИМВОЛАМИ   

   
У безмежному шарі досліджено крайову задачу зі змішаними умовами на 
межі області для еволюційних рівнянь із псевдодиференціальними операто-
рами за просторовими координатами зі змінними за часом коефіцієнтами, 
що мають аналітичні символи. Встановлено однозначну розв’язність задачі у 
деяких просторах основних і узагальнених функцій; при цьому використано 
техніку диференціальних операторів нескінченного порядку, розроблену  
Ю. А. Дубінським.  

  

Вступ. Задачі для лінійних еволюційних рівнянь із псевдодиференці-
альними операторами вивчали у різних аспектах багато авторів [1–5, 7–9, 
12–14]. Зокрема, розглянуто [1, 5, 9] задачі з локальними двоточковими та 
багатоточковими умовами, а в [2–4] – з нелокальними багатоточковими умо-
вами за часовою змінною для рівнянь із псевдодиференціальними оператора-
ми з аналітичними символами, досліджено [12–14] задачу Коші та задачі з 
багатоточковими умовами для рівнянь із дробовими похідними за часом, що 
містять псевдодиференціальні оператори за просторовими змінними з аналі-
тичними та неаналітичними символами. 

У цій статті, яка примикає до праць [1, 4], у  1p  -вимірному шарі 

( 1p  ) досліджено крайову задачу зі змішаними умовами на межі області 

для еволюційного рівняння порядку 2n  ( 1n  ) за часовою змінною, що міс-

тить псевдодиференціальні оператори за просторовими координатами з 
аналітичними символами зі змінними за часом коефіцієнтами. Встановлено 
однозначну розв’язність та побудовано розв’язок задачі у просторах основ-
них і узагальнених функцій, які запроваджені та вивчені у праці [1].  

Основні позначення та допоміжні відомості [1]. 
p
 – множина точок 

простору p , 1p  , з цілими невід’ємними координатами, 1= ( , , )ps s s  p
 , 

1= ps s s  ; 1= ( , , )px x x  p
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
    є аналі-

тичною функцією в області G  p
 ;     – перетворення Фур’є функції 

 x ;  H G  – простір функцій 2L  ( p
x ), для яких     є фінітними в 

області G  p
 ;  [ ]H G   – простір узагальнених функцій над  H G ; 

   [ ]H G H G    ,  G    p
 : G  ;     0, ,kC T H G

 – простір 

функцій  ,t x , які для кожного  0,t T  є функціями з простору  H G  

і неперервно залежать від t  разом із похідними за t  до порядку k . 

Якщо  H G  , то            : 2 exp ,
p

G

A D x A ix d


        ; якщо 

 H G
     , то для кожної функції  H G        , :A D x x    
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     : , .x A D x    Простір  H G  (  [ ]H G  ) інваріантний відносно 

оператора  A D  (  A D ). Для довільної аналітичної в G  функції   A   

відображення  A D :  H G  H G  (де знакові «+» відповідає знак 

«+», а знакові «–» – знак «–») є неперервними і утворюють неформальну 
алгебру псевдодиференціальних операторів, що ізоморфна алгебрі аналі-

тичних у G  функцій. 

Довільний функціонал  [ ]H G    

      0 0 ,x A D x     (1) 

де  0A D  – деякий псевдодиференціальний оператор, такий, що функція 

 0A   аналітична в G , а 0 2L  ( p
x ) і supp  0 .G    

Формулювання задачі. В області Q  розглянемо задачу 
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де  ,kA t D ,  0,1, ,2 1k n   – лінійні диференціальні оператори (взагалі, 

нескінченного порядку) з неперервними за t  коефіцієнтами,  0,t T . Вва-

жатимемо, що для кожного  0,t T  символи  ,kA t   цих операторів є 

аналітичними за   функціями в деякій області 1G 
p
 . 

Розв’язність у просторі основних функцій. У задачі (2), (3) покладемо 

формально D   , де 1G  , і розглянемо таку сім’ю 2n  крайових задач 

для звичайного диференціального рівняння з параметром  : 
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де  1, ,2 ,j n  pq  – символ Кронекера. Позначимо через    1 2, , , ,nv t v t   

нормальну фундаментальну систему розв’язків рівняння (4). Оскільки для 

кожного  0,t T  функції  ,kA t   аналітично залежать від   в області 1G , 

то, згідно з теоремою Пуанкаре [10] про аналітичну залежність від параметра 
розв’язку задачі Коші для звичайного диференціального рівняння, кожна 

функція  , ,jv t    1, ,2 ,j n  аналітична за   в області 1G  для кожного 

 0,t T . Для кожного  1, ,2j n  характеристичний визначник [6] задачі 

(4), (5) такий: 
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Для кожного 1G  розв’язки задач (4), (5) визначають формули 

    
2

1

, , ,
n

j jl l
l

w t C v t


       1, ,2 ,j n   

де ,jlC   1, ...,2 ,l n  визначають зі системи лінійних алгебричних рівнянь 
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визначник якої збігається з визначником    . 

Позначимо: 2 1 1\G G  , де   1 1 : 0G       . Для кожної із за-

дач (4), (5), якщо 2G  , існує єдиний розв’язок із класу   2 0,nC T . Ці 

розв’язки визначають формули 
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де   ,jl    , 1, ,2j l n – алгебричне доповнення у визначнику     еле-

мента, який стоїть на перетині l -го стовпця та j -го рядка. З формул (6), 

(7) видно, що функції  , ,jw t    1, ,2 ,j n  для кожного  0,t T  є аналі-

тичними за   в області 2G . 

Теорема 1. Нехай  2j H G  ,  1, ,2j n . Тоді існує єдиний роз-

в’язок  ,u t x  задачі (2), (3) з простору     2
20, ,nC T H G . 

Доведення. Кожній функції  ,jw t  ,  1, ,2 ,j n  із (7) поставимо у 

відповідність псевдодиференціальний оператор  
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дію якого на  2H G   визначає формула 
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Враховуючи (8), безпосередньою перевіркою переконуємося в тому, що 
функція  
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є розв’язком задачі (2), (3) з простору     2
20, ,nC T H G

. 

Для доведення єдиності роз’язку розглянемо перетворення Фур’є 

 ,u t   функції  ,u t x , визначеної формулою (9). Функція  ,u t   є роз-

в’язком такої крайової задачі: 
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де  j   – перетворення Фур’є функції  j  ,  1, ,2j n . Характерис-

тичним визначником задачі (10), (11) є визначник (6). Якщо 2G  , то 

  0    і тому задача (10), (11) не може мати двох різних розв’язків із 

простору   2 0,nC T . Отже, задача (2), (3) не може мати двох різних роз-

в’язків із простору     2
20, ,nC T H G . Теорему доведено. 

Розв’язність у просторі узагальнених функцій.  

Теорема 2. Нехай  2 ,j H G   1, ,2j n . Тоді існує єдиний роз-

в’язок     2
20, ,nu C T H G  задачі (2), (3), який визначає формула (9). 

Доведення. Нагадаємо, що  ,jW t D ,  1, ,2j n  – псевдодиференці-

альні оператори, символи яких  ,jw t   є розв’язками задач (4), (5). Заува-

жимо, що для псевдодиференціальних операторів  , ,kA t D   0,1, 2 1 ,k n   

та  ,jW t D  спряженими є оператори  ,kA t D  та  ,jW t D  відповідно. 

Очевидно [1], що якщо для довільної функції  2H G   функція 

     , ,j jw t x W t D x   є розв’язком рівняння  
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то для довільної функції  2H G    функція      , ,j jw t x W t D x     є 

розв’язком рівняння  
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Покажемо, що якщо  2j H G  ,  1, ,2 ,j n  то функція  ,u t x   
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   є розв’язком задачі (2), (3) з простору     2
20, ,nC T H G

. 

Враховуючи вищесказане, для довільної функції  2H G    отри-

муємо: 
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d d
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dt dt


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 
       
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   
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d d
x W t D x x A t D W t D x

dt dt
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 
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 
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 

 

22 2 1 2

2
1 0 1

, ,
, , ,0 0,

n kn n n
j j

j k jn k
j k j
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x A t D x
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  

 
      

 
    

тобто функція  ,u t x  є розв’язком рівняння (2) з простору     2
20, ,nC T H G

. 

Покажемо тепер, що ця функція задовольняє умови (3). Враховуючи (5), ба-

чимо, що для операторів  ,jW t D ,  1, ,2 ,j n  виконуються рівності 
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t
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


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
  1, , ,r n   

де  – тотожний оператор у просторі  2H G . Звідси, аналогічно, як у [1], 

отримуємо: 
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W t D
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
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
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r
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W t D

t


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

 
  


    1, , ,r n  1, ,2 .j n  

Тоді для довільної функції  2H G    виконуються такі рівності: 

 
   

 
 

 

 
     
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 
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 
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     

   
 
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2 1 2 1
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j j
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t t

d W t D d W t D
x x x x

dt dt

 

 
 

 


         

        
2

1

, ,
n

j rj r
j

x x x x


        ,  

 
         

2 1 2

,2 1
1

,
, , , ,

r n

j r n j r nr
jt T

u t x
x x x x x

t



 



        


  

 1, , ,r n  

тобто функція  ,u t x  задовольняє умови (3) у просторі 

    2
20, ,nC T H G

. 

Доведемо тепер єдиність розв’язку задачі. Нехай  ,u t x  – розв’язок 

задачі (2), (3) з простору     2
20, ,nC T H G . Тоді, згідно з формулою (1), 

справедливе зображення      0 0, , , ,u t x A t D u t x  де  0 ,A t D  – такий 

псевдодиференціальний оператор, що функція  0 ,A t   для кожного 

 0,t T  є аналітичною за   в області 2G , причому функції  0 , ,s sA t t    

 0,1, ,2 ,s n  неперервні за  0,t T  і аналітичні за   в області 2G , а 

функція  0 ,u t x  належить простору  2
20, ,nC T L ( p

x )) і для кожного 

 0,t T  її x -перетворення Фур’є фінітне в області 2G . Отже, для кожного 

 0,t T  перетворення Фур’є      0 0, , ,u t A t u t     функції  ,u t x  за 

змінною x  є звичайною функцією, локально інтегровною з квадратом в 

області 2G . Оскільки функція  ,u t   є розв’язком задачі (10), (11), де 

 2j H G  , то зі сказаного вище отримаємо, що цей розв’язок єдиний у 

просторі   2 0,nC T , якщо 2G  . Звідси випливає єдиність розв’язку за-

дачі (2), (3) у просторі     2
20, ,nC T H G

. Теорему доведено. 

У наведених нижче прикладах побудовано явно область 2G  та розв’яз-

ки задач. 
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Приклад 1. Розглянемо в області Q  задачу 

        1 2, , , 0,A t D A t D u t x
t t
 
  

 
  ,t x Q , (12) 

    10
, ,

t
u t x x


   

 
 2

,
,

t T

u t x
x

t



 


 x  p

x , (13) 

де  , ,kA t D   1,2k  – ті самі оператори, що і у рівнянні (2), причому 

 1 ,A t D  і  2 ,A t D  не збігаються. Розв’язок задачі зображає формула 

          
1

2 2 1 2
0 0

, exp , , exp ,
t T

u t x A D d A T D D A D d
    

           
   

 

      1 1 2 1
0 00

exp , exp ,

t t

a D d d A D d x
    

           
   

  

         
1

1 1 1 2 2
0 00

exp , exp ,

t t

D a D d d A D d x


    
           

   
 ,     

де 

         1 2 2 1 1
0 0 00

= exp , , exp , exp ,

TT T

A d A T a d d a d
      

                            
 ,

     1 2, , ,a t A t A t     , а  

     2 1 1 1 1 2 1 1
0 00

\ \ : , exp , exp ,

TT

G G G G A T a d a d d
     

                   
     

 .  

Нехай      1 2, ,A t A t       і   1 : 0G       . Якщо   – по-

рожня множина, то       1 1 2 1: , ,TG e A T A T        ; якщо множина 

  не є порожньою, то 1 2 3     , де   2 2: , 1 ,P A T T        

      3 1 2 1\ : , ,TG P e A T A T        .  

Якщо    1 2, ,A t D A t D , то    2 1 1 1\ : , 1G G G A T T      . 

Приклад 2. В області Q  розглядаємо задачу 

     
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u t x
x

t







 


 x  p

x ,  1, , ,r n  (15) 

де  kA D ,  0,1, , 1k n   – псевдодиференціальні оператори, символи 

 kA   яких є аналітичними функціями в області G  p
 . Позначимо 

1 \G G  , де      1 1: , , , 0G R L L           ,  1 2,R    – ре-

зультант поліномів  1   і  2   [11];  
l  ,  1, ,l n  – корені 

рівняння  1 , 0L    .  

Розв’язок задачі (14), (15) зображає формула  

  
 

 
   

 
 

 
,

2 2, 1

, j j
n

D t D tjl j n l

j
j l

D D
u t x e e x

D D

 



  
      
  

 
 

 
   

 
 

 
2

,

2 21 1

1 j j
n n

D t D tjl j n ln
j

j n l

D D
e e x

D D

 

  

  
      
  ,  



Крайова задача зі змішаними умовами для рівнянь із псевдодиференціальними операторами … 13 

де  
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а   ,rs    , 1, ...,2r s n  – алгебричне доповнення у визначнику  2   

елемента, який стоїть на перетині s -го стовпця і r -го рядка. 

При цьому 2 1 \ ,m
m

G G


      1 1: 2 1 2 , 0m G L m T        , m  . 

Аналогічні результати отримано у випадку, коли умови (3) замінено на 
умови 
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. 

Результати роботи можна поширити на системи рівнянь вигляду (2). 

Робота виконана за часткової фінансової підтримки ДФФД України 
(проект № 41.1/ 004). 
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КРАЕВАЯ ЗАДАЧА СО СМЕШАННЫМИ УСЛОВИЯМИ ДЛЯ УРАВНЕНИЙ С 
ПСЕВДОДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫМИ ОПЕРАТОРАМИ С АНАЛИТИЧЕСКИМИ СИМВОЛАМИ   

 
В безграничном слое исследована краевая задача со смешанными условиями на 
границе области для эволюционных уравнений с псевдодифференциальными опера-
торами по пространственным координатам с переменными по времени коэффи-
циентами, которые имеют аналитические символы. Установлена однозначная 
разрешимость задачи в некоторых пространствах основных и обобщенных 
функций; при этом использована техника дифференциальных операторов беско-
нечного порядка, разработанная Ю. А. Дубинским.  
 
 
BOUNDARY-VALUE PROBLEM WITH MIXED CONDITIONS FOR EQUATIONS WITH 
PSEUDODIFFERENTIAL OPERATORS WITH ANALYTICAL SYMBOLS   

 
In a boundless layer, we investigate the boundary-value  problem with mixed conditions 
on the boundary of domain for evolutional equations with pseudo-differential operators 
with respect to spatial coordinates with coefficients variable with respect to time,  
which have analytical symbols. The unique solvability of the problem in some spaces of 
basic and generalized functions is established. Thus, we use the technique of differential 
operators of infinite order, which was  developed by Yu. A. Dubinskij.  
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