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О НЕОСЕСИММЕТРИЧНЫХ ВОЛНАХ В СЛОИСТЫХ ПОЛЫХ 
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ПОЛЯ РИЗ ОВАНЫЕ В ОК РУ Ж НОМ НАПРАВЛЕНИИ 
 

Ðàññìîòðåíà íåîñåñèììåòðè÷íàÿ çàäà÷à î ðàñïðîñòðàíåíèè íîðìàëüíûõ 
â îëí â  ñëîèñòûõ ïîëûõ â îëíîâ îäàõ ñ ïüåçîê åðàìè÷åñê èìè ñëîÿìè,  ïîëÿðèçî-
â àííûìè â  îê ðó æ íîì íàïðàâ ëåíèè. Á îê îâ ûå ïîâ åðõíîñòè ö èëèíäðà ñâ îá îäíû 
îò â íåø íèõ â îçäåé ñòâ èé  è ïîê ðûòû ý ëåê òðîäàìè,  ê îòîðûå çàê îðî÷åíû. Í à 
ã ðàíèö àõ ðàçäåëà ñëîåâ  â ûïîëíÿåòñÿ ó ñëîâ èå ñîâ ìåñòíîé  ðàá îòû ñìåæ íûõ 
ñëîåâ  á åç ñê îëüæ åíèÿ è îòðûâ à è íåïðåðûâ íîñòè ý ëåê òðè÷åñê îã î ïîëÿ. Ï îñëå 
ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ è ó ÷åòà çàìê íó òîñòè â îëíîâ îäà â  îê ðó æ íîì íàïðàâ -
ëåíèè ðàçðåø àþ ù èå ô ó íê ö èè ïðåäñòàâ ëåíû â  â èäå ê îìá èíàö èè ñòîÿ÷èõ â îëí 
â  îê ðó æ íîì íàïðàâ ëåíèè è á åã ó ù èõ â îëí â  ïðîäîëüíîì íàïðàâ ëåíèè. Â  ðåçó ëü-
òàòå èñõîäíàÿ òðåõìåðíàÿ çàäà÷à â  ÷àñòíûõ ïðîèçâ îäíûõ ñâ åäåíà ê  ê ðàåâ îé  
çàäà÷å íà ñîá ñòâ åííûå çíà÷åíèÿ â  îá ûê íîâ åííûõ äèô ô åðåíö èàëüíûõ ó ðàâ íå-
íèÿõ. Ï îëó ÷åííàÿ çàäà÷à ðåø åíà ñ ïîìîù üþ  ó ñòîé ÷èâ îã î ìåòîäà äèñê ðåòíîé  
îðòîã îíàëèçàö èè â  ñî÷åòàíèè ñ ìåòîäîì ïîø àã îâ îã î ïîèñê à ïî ðàäèàëüíîé  
ê îîðäèíàòå. Ï ðèâ åäåíû ðåçó ëüòàòû ÷èñëåííîã î àíàëèçà çàäà÷è î ðàñïðîñòðà-
íåíèè íåîñåñèììåòðè÷íûõ â îëí â  ñëîèñòîì â îëíîâ îäå ñ ÷åðåäîâ àíèåì ìåòàë-
ëè÷åñê èõ è ïüåçîê åðàìè÷åñê èõ ñëîåâ ,  ïîëÿðèçîâ àííûõ â  îê ðó æ íîì íàïðàâ ëåíèè.  

 
Ó ë ü ò ð à ç â óê î â û å ì åò î ä û  í åð à ç ð óø à þ ù åã î  ê î í ò ð î ë ÿ ý ë åì åí ò î â  ê î í -

ñ ò ð óê öè é  ï ð åä ï î ë à ã à þ ò  ï î í è ì à í è å ï ð è ð î ä û  ð à ñ ï ð î ñ ò ð à í åí è ÿ à ê óñ ò è ÷ åñ ê è õ  
â î ë í  â  â î ë í î â î ä à õ . Ï ü åç î ê åð à ì è ÷ åñ ê è å â î ë í î â î ä û  â  â è ä å ê ð óã î â î ã î  öè ë è í ä ð à  
ø è ð î ê î  ð à ñ ï ð î ñ ò ð à í åí û  â  à ê óñ ò î ý ë åê ò ð î í è ê å. Ï î ý ò î ì ó ï î í ÿò åí  è í ò åð åñ  ê  
è ñ ñ ë åä î â à í è þ  â î ë í î â û õ  ï ð î öåñ ñ î â , ï ð î è ñ õ î ä ÿù è õ  â  ï ü åç î ê åð à ì è ÷ åñ ê è õ  ò å-
ë à õ  öè ë è í ä ð è ÷ åñ ê î é  ô î ð ì û . Í à ñ ò î ÿù åå è ñ ñ ë åä î â à í è å ì î æ åò  î ê à ç à ò ü ñ ÿ ï î -
ë åç í û ì  ä ë ÿ ò à ê è õ  ï ð è ë î æ åí è é  ê à ê , í à ï ð è ì åð , î á í à ð óæ åí è å ä åô åê ò î â  è  
â ê ë þ ÷ åí è é  ê î í å÷ í û õ  ð à ç ì åð î â  â  ï î ï åð å÷ í î ì  ñ å÷ åí è è  â î ë í î â î ä à .  

Â î ï ð î ñ ó ð à ñ ï ð î ñ ò ð à í åí è ÿ à ê óñ ò î ý ë åê ò ð è ÷ åñ ê è õ  â î ë í  â  î ä í î ð î ä í û õ  öè -
ë è í ä ð è ÷ åñ ê è õ  â î ë í î â î ä à õ  ï î ñ â ÿù åí î  ç í à ÷ è ò åë ü í î å ê î ë è ÷ åñ ò â î  ð à á î ò . Í à ÷ è -
í à ÿ ñ  Ï î õ ã à ì ì åð à  [ 1 9]  è  Ê ð è  [ 1 8 ] , â î ï ð î ñ ó ð à ñ ï ð î ñ ò ð à í åí è ÿ óï ð óã è õ  ã à ð ì î -
í è ÷ åñ ê è õ  â î ë í  â  è ç î ò ð î ï í û õ  è  à í è ç î ò ð î ï í û õ  öè ë è í ä ð à õ  ê ð óã î â î ã î  ï î ï å-
ð å÷ í î ã î  ñ å÷ åí è ÿ ï î ñ â ÿù åí û  ð à á î ò û  [ 1 4 , 1 6 , 1 7 ]  è  ä ð .  

Ê î ã ä à  ì à ò åð è à ë  öè ë è í ä ð à  ï ü åç î ý ë åê ò ð è ÷ åñ ê è é , ç à ä à ÷ à  ñ óù åñ ò â åí í î  
óñ ë î æ í ÿåò ñ ÿ â  ñ â ÿç è  ñ  í åî á õ î ä è ì î ñ ò ü þ  ó÷ åò à  ñ â ÿç à í í î ñ ò è  ï î ë åé  [ 1 , 2 , 7 , 8 ] . 
Â  ñ ë ó÷ à å î ñ åâ î é  ï î ë ÿð è ç à öè è  ï ü åç î ê åð à ì è ê è  ç à ä à ÷ à  î  ð à ñ ï ð î ñ ò ð à í åí è è  
à ê óñ ò î ý ë åê ò ð è ÷ åñ ê è õ  â î ë í  â  ï ü åç î ê åð à ì è ÷ åñ ê î ì  öè ë è í ä ð å ä î ï óñ ê à åò  ï ð åä -
ñ ò à â ë åí è å ð åø åí è ÿ â  â è ä å ê î ì á è í à öè è  öè ë è í ä ð è ÷ åñ ê è õ  ô óí ê öè é  [ 6 , 2 0 –2 2 ] . 
Ä ë ÿ ä ð óã è õ  í à ï ð à â ë åí è é  ï î ë ÿð è ç à öè è  ò à ê î ã î  ï ð åä ñ ò à â ë åí è ÿ í å í à é ä åí î . 
Î ñ åñ è ì ì åò ð è ÷ í óþ  ç à ä à ÷ ó î  ð à ñ ï ð î ñ ò ð à í åí è è  à ê óñ ò î ý ë åê ò ð è ÷ åñ ê è õ  â î ë í  â  
î ä í î ð î ä í û õ  ï ü åç î ê åð à ì è ÷ åñ ê è õ  â î ë í î â î ä à õ  è ñ ñ ë åä î â à ë è  ð à í åå [ 3 , 1 2 , 1 5 ] . 
Í åî ñ åñ è ì ì åò ð è ÷ í óþ  ç à ä à ÷ ó – â  ð à á î ò à õ  [ 4 , 9–1 1 ] . Ä ë ÿ ñ ë î è ñ ò û õ  æ å öè ë è í -
ä ð î â , ê ð î ì å óä î â ë åò â î ð åí è ÿ ð åø åí è é  í à  î ã ð à í è ÷ è â à þ ù è õ  ò åë î  ï î â åð õ í î ñ -
ò ÿõ , í åî á õ î ä è ì î  ò à ê æ å óä î â ë åò â î ð ÿò ü  óñ ë î â è ÿ ñ î ï ð ÿæ åí è ÿ, ÷ ò î  ï ð è â î ä è ò  ê  
ï î â û ø åí è þ  ï î ð ÿä ê à  ñ è ñ ò åì  óð à â í åí è é . Áû ë à  ï ð åä ï ð è í ÿò à  ï î ï û ò ê à  [ 1 3 ]   
è ñ ñ ë åä î â à ò ü  â î ë í î â û å ï ð î öåñ ñ ³ â  ñ ë î è ñ ò û õ  ï ü åç î ê åð à ì è ÷ åñ ê è õ  ñ ò ð óê ò óð à õ . 
Ä ë ÿ ð åø åí è ÿ ý ò è õ  ç à ä à ÷  è ñ ï î ë ü ç î â à ë è  ì åò î ä , î ñ í î â à í í û é  í à  ð à ç ë î æ åí è è  
è ñ ê î ì û õ  ô óí ê öè é  â  ñ ò åï åí í û å ð ÿä û . Î ä í à ê î  è ç -ç à  ñ ë î æ í î ñ ò è  åã î  ð åà ë è -
ç à öè è  í å óä à ë î ñ ü  ï î ë ó÷ è ò ü  ï î ä ð î á í óþ  ê î ë è ÷ åñ ò â åí í óþ  è í ô î ð ì à öè þ .  

Ö åë ü  í à ñ ò î ÿù åé  ð à á î ò û  – è ñ ñ ë åä î â à í è å ð à ñ ï ð î ñ ò ð à í åí è ÿ í åî ñ åñ è ì ì å-
ò ð è ÷ í û õ  â î ë í  â  ñ ë î è ñ ò û õ  â î ë í î â î ä à õ , ñ î ä åð æ à ù è õ  ï ü åç î ê åð à ì è ÷ åñ ê è å 
ñ ë î è , ï î ë ÿð è ç î â à í í û å â  î ê ð óæ í î ì  í à ï ð à â ë åí è è . Ï ð è  ý ò î ì  á î ê î â û å ï î â åð õ -
í î ñ ò è  öè ë è í ä ð à  ñ â î á î ä í û  î ò  â í åø í è õ  â î ç ä åé ñ ò â è é  è  ï î ê ð û ò û  ý ë åê ò ð î ä à ì è , 
ê î ò î ð û å ç à ê î ð î ÷ åí û .  
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Í åî ñ åñ è ì ì åò ð è ÷ í û å ä â è æ åí è ÿ i -ã î  ñ ë î ÿ â  öè ë è í ä ð è ÷ åñ ê î é  ñ è ñ ò åì å 

ê î î ð ä è í à ò  ( )θ, ,r z è ì åþ ò  â è ä  

θθ θσ − σ ∂σ ∂σ∂σ ∂+ + + = ρ∂ ∂θ ∂ ∂
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θ θ θθ θ θ∂σ σ ∂σ ∂σ ∂+ + + = ρ∂ ∂θ ∂ ∂
2
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θ∂σ σ ∂σ ∂σ ∂+ + + = ρ∂ ∂θ ∂ ∂
2

2

1
;

i i i i i

r z r z z z z z
u

r r r z t

 

Ó ð à â í åí è ÿ ý ë åê ò ð î ñ ò à ò è ê è  ä ë ÿ i -ã î  ñ ë î ÿ 

θ∂ ∂∂ + + + =∂ ∂θ ∂
1

0 ;

i ii i

zr r
D DD D

r r r z
θ

∂ϕ ∂ϕ ∂ϕ= − = − = −∂ ∂θ ∂
1

; ; .

i i i

i i i

r z
E E E

r r z
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Ñ î î ò í î ø åí è ÿ Ê î ø è  ä ë ÿ i -ã î  ñ ë î ÿ 

∂ε = ∂ ;
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1

;

i i

i r
u u

r r

∂ε = ∂ ;
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1

2 ;

i ii

i r
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i z r
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u u

r z
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∂ ∂ε = +∂ ∂θ
1

2

i i

i z

z

u u

z r

                                      ( 3 ) 

ç ä åñ ü  σ
jk

i  – ê î ì ï î í åí ò û  ò åí ç î ð à  í à ï ð ÿæ åí è é ; ρi  – ï ë î ò í î ñ ò ü  ì à ò åð è à ë à ; 

ω  – ê ð óã î â à ÿ ÷ à ñ ò î ò à ; i
ju  – ê î ì ï î í åí ò û  â åê ò î ð à  ï åð åì åù åí è é ; 

i
jD  – ê î ì -

ï î í åí ò û  â åê ò î ð à  ý ë åê ò ð è ÷ åñ ê î é  è í ä óê öè è ; 
i
jE  – ê î ì ï î í åí ò û  â åê ò î ð à  í à -

ï ð ÿæ åí í î ñ ò è  ý ë åê ò ð è ÷ åñ ê î ã î  ï î ë ÿ; ϕ
i

 – ý ë åê ò ð î ñ ò à ò è ÷ åñ ê è é  ï î ò åí öè à ë ; 

εij k – ê î ì ï î í åí ò û  ò åí ç î ð à  ä åô î ð ì à öè é . 

Ì à ò åð è à ë ü í û å ñ î î ò í î ø åí è ÿ ä ë ÿ i -ã î  ï ü åç î ê åð à ì è ÷ åñ ê î ã î  ñ ë î ÿ, ï î ë ÿ-
ð è ç î â à í í î ã î  â  î ê ð óæ í î ì  í à ï ð à â ë åí è è  

θθ

θθ θθ

θθ

θ θ θ θ

θ

σ = ε + ε + ε −

σ = ε + ε + ε −

σ = ε + ε + ε −

σ = ε − σ = ε −

σ = ε = ε + ε

11 13 12 13

13 33 12 33

12 13 11 13

5 5 15 5 5 15

6 6 13 33

;

;

;

2 ; 2 ;

2 ;

i i i i i i i i i

r r r r z z z
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r r z z z
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i i i i i i i i i i
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i i i i i i i i
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c c c e E

c c c e E

c c c e E

c e E c e E

c D e e θθ θ

θ θ
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= ε + ε = ε + ε
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;

2 ; 2 ,
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( 4 ) 

à äëÿ èçîòðîïíîãî ñëîÿ 

( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

θθ

θθ θθ

θθ

− ν ν νσ = ε + ε + ε
+ ν − ν + ν − ν + ν − ν

− νν νσ = ε + ε + ε
+ ν − ν + ν − ν + ν − ν

− νν νσ = ε + ε + ε
+ ν − ν + ν − ν + ν − ν

σ = ε
+ ν

1
;

1 1 2 1 1 2 1 1 2

1
;

1 1 2 1 1 2 1 1 2

1
;

1 1 2 1 1 2 1 1 2

2 .
2 1

i i
i i i i

i i i i

r r r r z zi i i i i i

i i
i i i i

i i

r r z zi i i i i i

i i
i i i i

i i i
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E
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E
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   ( 5 )  

Ç ä åñ ü  
i
j kc  – ê î ì ï î í åí ò û  ò åí ç î ð à  ì î ä óë åé  óï ð óã î ñ ò è ; 

i
j ke  – ê î ì ï î í åí ò û  

ò åí ç î ð à  ï ü åç î ì î ä óë åé ; εij k  – ê î ì ï î í åí ò û  ò åí ç î ð à  ä è ý ë åê ò ð è ÷ åñ ê î é  ï ð î í è -
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öà åì î ñ ò è  ì à ò åð è à ë à ; νi  – ê î ý ô ô è öè åí ò  Ï óà ñ ñ î í à ; i
E  – ì î ä óë ü  Þ í ã à . 

Í à  á î ê î â û õ  ï î â åð õ í î ñ ò ÿõ  öè ë è í ä ð à  ( ï ð è  = ±
0

r R h ) ç à ä à åì  ñ ë åä óþ -

ù è å ã ð à í è ÷ í û å óñ ë î â è ÿ: ï î â åð õ í î ñ ò è  ñ â î á î ä í û  î ò  â í åø í è õ  óñ è ë è é  

θ θσ = σ = σ = σ = σ = σ =1 1 1
0

N N N

r r r r z r r r r z  
è  ï î ê ð û ò û  ý ë åê ò ð î ä à ì è , ê î ò î ð û å ç à ê î -

ð î ÷ åí û , ϕ = ϕ =1
0

N . 

Í à  ï î â åð õ í î ñ ò ÿõ  ê î í ò à ê ò à  =
i

r r  è ì åþ ò  ì åñ ò î  óñ ë î â è ÿ ñ î â ì åñ ò í î é  ð à á î -

ò û  i -ã î  è  ( )+ 1i -ã î  ñ ë î åâ  á åç  ñ ê î ë ü æ åí è ÿ è  î ò ð û â à  è  í åï ð åð û â í î ñ ò è  ý ë åê -

ò ð è ÷ åñ ê î ã î  ï î ë ÿ: 
+ + + + + +σ = σ σ = σ ϕ = ϕ = = =1 1 1 1 1 1

; ; ; ; ; .
i i i i i i i i i i i i

r r r r r z r z r r z z r r
u u u u D D  ( 6 ) 

Ç ä åñ ü  
0

R  – ð à ä è óñ  ñ åð åä è í í î é  ï î â åð õ í î ñ ò è  öè ë è í ä ð à ; h  – ï î ë î â è í à  ò î ë -

ù è í û  öè ë è í ä ð à . Â  ä à ë ü í åé ø åì  è í ä åê ñ  i  î ï óñ ê à åì . 
Â  ê à ÷ åñ ò â å î ñ í î â í û õ  í åè ç â åñ ò í û õ  â û á è ð à åì  ô óí ê öè è , ÷ åð åç  ê î ò î ð û å 

ô î ð ì óë è ð óþ ò ñ ÿ óñ ë î â è ÿ ê î í ò à ê ò à  ñ ì åæ í û õ  ñ ë î åâ  è  óñ ë î â è ÿ í à  î ã ð à í è ÷ è -
â à þ ù è õ  ò åë î  ï î â åð õ í î ñ ò ÿõ . Ð à ç ð åø à þ ù óþ  ñ è ñ ò åì ó óð à â í åí è é  ä ë ÿ ä à í í î ã î  
ê ë à ñ ñ à  ç à ä à ÷  ç à ï è ñ û â à åì  ò à ê : 

θ

θ

∂σ ∂σ∂σ ∆ ∂ϕ = − σ + − − − ∂ ∂θ ∂ ∂θ 
  ∂ ∂∆ ∆ ∆∂− − ρ − −   ∂θ ∆ ∂∂ 
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2
11 11
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11 11

1 1
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r r c r z r c

u u
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r zr c t r c

 

θ
θ

θ

 ∂σ ∂σ ∆ ∆ ∂∂ ∂= − σ − − ϕ + −  ∂ ∂θ ∂θ∂ ∂θ 
  ∂∆ ∆ ∂ ∂ ∂− + + ρ − +     ∂θ ∂∂θ ∂ ∂   

2 2
1 3 1 2

1 5 2 2 2 2
1 1 1 1 1 1

22 2 2
2 3

5 5 5 52 2 2 2
1 11 1

2

1
;

r rr r

r

z

c u
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r r c r z r c r c

u
c u c

c r zr c z t

 

θ

∂σ ∂σ ∆ ∆ ∂∂ ϕ = − σ + + + − ∂ ∂ ∂θ ∂ ∂ 
∂∆ ∆   ∂ ∂ ∂− + − + + ρ   ∂θ ∂ ∂θ ∂ ∂   

2

1 2 6 3

1 5

1 1 1 1 1 1

2 2 2 2
3 5 5 7

5 5 2 2 2 2
1 1 1 1

1

;

rz rr r
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z

c u
e

r c z r c z r c z

u c
c u

c z cr z t

 

θ
∂ϕ = σ −∂ ∆ ∆

15 55
;

r r

e c
D

r
 θ∂ ∂∂ ∂ϕ= σ + − + +∂ ∂θ ∂θ ∂

13 13 13 12

11 11 11 11 11

1
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rr r

u uu e c c c

u

r c r c r c r c c z

   ( 7 )  

θ
θ θ

∂ ε ∂= σ + + +∂ ∆ ∂θ ∆
11 511 1

;r

r r

u u e
u D

r r r

∂ ∂= σ −∂ ∂
66

1
;z r

rz

u u

r c z

 

θ

∂ ∂σ ∆ ∆ ∂ ∂ ∂= − + + ε ϕ + + ∂ ∂θ ∂θ∂θ ∂ 
∂∆ ∆   ∂ ∂+ − − + −   ∂θ ∂∂θ ∂   

2 2
1 5 8 1

1 12 2 2 2
1 1 1 1 1 1

22 2
1 6

1 5 1 52 2 2
1 1

1 1

1
.

r rr r

z

r

D e u

r c r c r z r c

u
e u e D

c z rr z

 

Çäåñü ââåäåíû îáîçíà÷åíèÿ: ∆ = ε + 2

5 5 1 1 1 5
c e ; ∆ = −

1 1 3 1 3 1 1 3 3
c e c e ; 

∆ = − 2

2 1 1 3 3 1 3
c c c ; ( )∆ = −

3 11 12 13
c c c ; ( )∆ = −

4 11 13 13
c c e ; ∆ = −

5 1 1 3 3 1 3 1 3
c e c e ; 

( )∆ = −
6 11 12 13

c c e ;∆ = −2 2

7 1 1 1 2
c c ;∆ = ε + 2

8 11 33 13
.c e

 
Ä ë ÿ  è ç î ò ð î ï í î ã î  ì à ò å ð è à ë à  

( )
( ) ( )

− ν
= =

+ ν − ν11 33

1
;

1 1 2

E
c c  ( )= =

+ ν12 12
;

2 1

E
c c  ( ) ( )=

+ ν − ν66
;

4 1 1 2

E
c  = 0.ije  

È ñ ï î ë ü ç ó å ì  ì å ò î ä  ð à ç ä å ë å í è ÿ  ï å ð å ì å í í û õ ,  à  ò à ê æ å  ç à ì ê í ó ò î ñ ò ü  ö è ë è í -
ä ð è ÷ å ñ ê î ã î  ò å ë à  â  í à ï ð à â ë å í è è  î ê ð ó æ í î é  ê î î ð ä è í à ò û .  Ò î ã ä à  ð à ç ð å ø à þ ù è å  
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ô ó í ê ö è è  ï ð å ä ñ ò à â ë ÿ å ì  â  â è ä å  ñ ò î ÿ ÷ è õ  â î ë í  â  î ê ð ó æ í î ì  í à ï ð à â ë å í è è  è  
á å ã ó ù è õ  â  í à ï ð à â ë å í è è :  

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

θ θ

θ

σ = σ θ − ω σ = σ θ − ω
λσ = σ θ − ω ϕ = ϕ θ − ωε

= θ − ω = θ − ω
= θ − ω = θ − ω

0

1 2

3

cos cos ; sin cos ;

cos cos ; sin cos ;

cos cos ; sin cos ;

cos sin ; sin cos .

rr rr r r

rz rz

r

z r r

r m kz t r m kz t

r m kz t h r m kz t

u h u r m kz t u h u r m kz t

u h u r m kz t D D r m kz t

 (8) 

È ñ ï î ë ü ç ó ÿ  ð à ç ë î æ å í è å  ( 8 ) ,  ñ è ñ ò å ì ó  ( 7 ) ,  ã ð à í è ÷ í û å  è  ñ ì å æ í û å  ó ñ ë î â è ÿ  ï ð å -
â ð à ù à å ì  â  ê ð à å â ó þ  ç à ä à ÷ ó  í à  ñ î á ñ ò â å í í û å  ç í à ÷ å í è ÿ  â  î á û ê í î â å í í û õ  ä è ô -
ô å ð å í ö è à ë ü í û õ  ó ð à â í å í è ÿ õ :  

= Ω( , ) ;
d

A x
dr

R
R  − =( 1) 0;B  =(1) 0;B { }θ θ= σ σ σ ϕ

, ,

, , , , ,

rr r rz r z r
u u u DR     (9 ) 

=
lm

A a   ( )=, 1,2, ..., 8l m             

Í å í ó ë å â û å  ý ë å ì å í ò û  ì à ò ð è ö û  A  ð à â í û :  

 = −  
%

%
%

13

11

11

1 ;
c

a x

c

 = −  
%

%
%

13

11

11

1 ;
c

a x

c

= %
12

;a mx =
13

;a k
∆

= −
%

%

2

1

14

11

;
mx

a

c

 ∆= − Ω   
%

%

2

22

15

11

;
x

a
c

∆
= −

%

%

2

2

16

11

;
mx

a

c

∆
=

%

%

3

1 7

1 1

;
kx

a
c

= −
% %

%

13

2 1

11

;
mxc

a

c

= − %
22

2 ;a x

∆
= −

%
%

%

2 2

2 1

24 15

11

;
m x

a k e
c

∆
= −

%

%

2

2

25

11

;
mx

a

c

∆
= + − Ω

%
%

%

2 2

2 22

26 5 5

1 1

;
m x

a k c
c

∆ = +  % %
%

3

2 7 5 5

1 1

;a c mkx
c

= −
%

%

12

3 1

11

;
kc

a
c

= − %
33

;a x

∆ = − +  % %
%

6

3 4 1 5

1 1

;a e mkx
c

∆
= −

%

%

3

35

1 1

;
kx

a
c

∆ = +  % %
%

3

36 5 5

1 1

;a c mkx
c

∆
= + − Ω% %

%

2

2 2 27

3 7 5 5

1 1

;
k

a m x c
c

= ∆
%
15

4 2
;

e

a

= − ∆
%
55

4 8
;

c

a =
%51

11

1
;a

c

=
% %

%

15

54

11

;
mxe

a

c

= −
%

%

13

5 5

11

;
xc

a

c

=
% %

%

13

56

11

;
mxc

a

c

= −
%

12

5 7

11

;
kc

a
c

ε
= ∆

%
11

6 2
;a = − %

6 5
;a m x = %

6 6
;a x = ∆

%
15

6 8
;

e

a =
%73

6 6

1
;a

c

= −
75

;a k =
% %

%

13

8 1

11

;
mxe

a

c

 ∆= − + ε   
%

%
%

2 2

28

84 1 1

1 1

;
m x

a k
c

∆
= −

%

%

2

1

5 5

11

;
mx

a

c

∆
= −

%
%

%

2 2

2 1

8 6 15

11

;
m x

a k e
c

∆ = − +  % %
%

6

8 7 1 5

1 1

;a e mkx
c

= − %
99

.a x  

Çäåñü 
ε −ρ εΩ = ω = = ε = = ε = =λ λ ε + εε λ

%% % %
0

0 00

; ; ; ; ; ; ;
1

ij ij ij

ij ij ij

c e r R h
h c e x x

h R x
 

h  – ï î ë î â èí à òî ë ù èí û  ö èë èí äðà;  ρ  – ï ë î òí î ñòü åã î  ì àòåðèàë à;  0
R  – ðà-

äèó ñ ñðåäèí í î é ï î â åðõ í î ñòè ö èë èí äðà;  ε
0
 – äèý ë åê òðè÷ åñê àÿ  ï ðî í èö àå-

ì î ñòü â àê ó ó ì à;  λ = 10 2
10 H ì . 

Ã ðàí è÷ í û å ó ñë î â èÿ  ï ðåäñòàâ èì  â  â èäå: 

( ) ( )− = =
1 2

1 0, 1 0.B BR R                                                        ( 1 0 ) 

Ì àòðèö û   

= =
1 2

1 0 0 0

0 1 0 0
.

0 0 1 0

0 0 0 1

B B  
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Í èæ å ï ðèâ åäåí û  ðåç ó ë üòàòû  ÷ èñë åí í î ã î  àí àë èç à ñî î òí î ø åí èé ( 9 ), ( 1 0 ). 
Í à ðèñ. 1  ï ðåäñòàâ ë åí à ç àâ èñèì î ñòü ï åðâ û õ  ø åñòè ÷ àñòî ò î ò á åç ðàç ì åðí î ã î  

â î ë í î â î ã î  ÷ èñë à ς = π
kh

. Ï ðè ý òî ì  = 1m , ε = 0,25 . Ö èë èí äð ñî ñòî èò èç  òðåõ  

ñë î åâ . Ò î ë ù èí à â í åø í èõ  ðàâ í à / 2h , à â í ó òðåí í åã î  – h . Â í åø í èå ñë î è – 

ñòàë üí û å ñî  ñë åäó þ ù èì è õ àðàê òåðèñòèê àì è: 

= ⋅
10 2

21 10 H ì ;E ν = 0,28; ρ = ⋅ 3 2
7,85 10 ê ã ì

ì
. 

Â í ó òðåí í èé ñë î é – ï üåç î ê åðàì èê à P Z T  4  ñ òàê èì è õ àðàê òåðèñòèê àì è: 

= ⋅ = ⋅ = ⋅ = ⋅
= ⋅ = − = = ε =

ε = ρ = ⋅

10 2 10 2 10 2 10 2

11 12 13 3 3

10 2 2 2 2

5 5 13 15 3 3 11

3 2

3 3

13,9 10 H ì ; 7 , 4 3 10 H ì ; 7 , 7 8 10 H ì ; 11, 5 10 H ì ;

2 , 5 6 10 H ì ; 5 , 2 K ì ; 12 , 7 K ì ; 15 ,1K ì ; 7 30;

6 35 ; 7 , 5 10 ê ã ì .
ï

c c c c

c e e e  

Ï ðè ε = 0  è = 0k  ï ðèõ î äèì  ê  ç àäà÷ å î  ê î ë åá àí èÿ õ  ï ë î ñê î ã î  ñë î ÿ . Ò àê , 

äë ÿ  î äí î ñë î éí î ã î  ö èë èí äðà èç  ì åòàë ë à èì ååì  ñë åäó þ ù èå ô î ðì ó ë û  äë ÿ  
÷ àñòî ò: 

( )
( ) ( )

− νπ= =+ ν − ν ρ
1

( ) 0 ; 2, 9 0 5 ; 5 , 8 1; . . . ,
2 1 1 2

ì

E
U n n   = 0, 1 , 2 . . .n  

( )
π= = =+ ν ρ( ) ( ) 0;1,606;3,211; ...,
2 2 1

ì

E
V n W n n   = �0,1,2... .n  

Ä ë ÿ  î äí î ñë î éí î ã î  ö èë èí äðà èç  ï üåç î ê åðàì èê è P Z T  4  

π= =ρ
11(2 ) 0;2,138; 4,277; ...

2
ï

c
U n n   = �0,1,2... ,n  

 = π + =  ρ ε  �

2

1 5

5 5

1 1

1
( 2 ) 2 , 5 8 0 ; 5 , 15 9 ; . . . ,

ï

e
V n n c

 

 − = λ + =  ρ ε  �

2

1 5

5 5

1 1

1
( 2 1) 0 , 9 6 2 ; 3 , 7 8 2 ; . . . ,

n

ï

e
V n c

 

π= =ρ
66( ) 0;1,003;2,007; ...

2
ï

c
W n n   = �0,1,2... ,n

 

ç äåñü â åë è÷ èí û  λ
n  – í åí ó ë åâ û å ê î ðí è ó ðàâ í åí èÿ  

λ λ − λ =
+ ε

2

1 5

2

1 5 5 5 1 1

cos sin 0.
e

e c

 

Ï î ñê î ë üê ó  ÷ àñòî òà ñë î èñòî ã î  ö èë èí äðà î ã ðàí è÷ åí à ñâ åðõ ó  ñî î òâ åòñòâ ó -
þ ù åé ÷ àñòî òî é äë ÿ  ñï ë î ø í î ã î  ì åòàë ë è÷ åñê î ã î  ö èë èí äðà, à ñí èç ó  – ÷ àñòî òî é 
äë ÿ  ñï ë î ø í î ã î  ï üåç î ê åðàì è÷ åñê î ã î , äë ÿ  ñë î èñòî ã î  ö èë èí äðà èñï î ë üç ó åì  
àí àë î ã è÷ í û å î á î ç í à÷ åí èÿ . 

Ñ ï ë î ø í û å ë èí èè – â åòâ è äèñï åðñèî í í û õ  ñî î òí î ø åí èé äë ÿ  ñë î èñòî ã î  
ö èë èí äðà, ï ó í ê òèðí û å – äë ÿ  î äí î ðî äí î ã î  òàê î é æ å ã åî ì åòðèè èç  ï üåç î ê å-
ðàì èê è P Z T  4 , ø òðèõ ï ó í ê òèðí û å – äë ÿ  î äí î ðî äí î ã î  òàê î é æ å ã åî ì åòðèè 
èç  ì åòàë ë à. ×àñòî òà ñî á ñòâ åí í û õ  ê î ë åá àí èé ñë î èñòî ã î  ö èë èí äðà ë åæ èò â  
í åê î ì  « ê î ðèäî ðå»  ì åæ äó  ñî á ñòâ åí í î é ÷ àñòî òî é äë ÿ  î äí î ñë î éí î ã î  ö èë èí äðà 
èç  ï üåç î ê åðàì èê è è ÷ àñòî òî é äë ÿ  î äí î ñë î éí î ã î  èç  ñòàë è.  

Í à ðèñ. 2  ï ðåäñòàâ ë åí à ç àâ èñèì î ñòü ï åðâ û õ  ÷ åòû ðåõ  ÷ àñòî ò î ò á åç ðàç -

ì åðí î ã î  â î ë í î â î ã î  ÷ èñë à äë ÿ  ç í à÷ åí èÿ  = 2m . Ì àòåðèàë  è ã åî ì åòðèÿ  ö è-

ë èí äðà òàê èå æ å, ê àê  è äë ÿ  ñë ó ÷ àÿ , ï ðåäñòàâ ë åí í î ã î  í à ðèñ. 1 . Ñ ï ë î ø í î é 
ë èí èåé î á î ç í à÷ åí û  ñî á ñòâ åí í û å ÷ àñòî òû  äë ÿ  ñë î èñòî ã î  ö èë èí äðà, ï ó í ê òèð-
í î é – äë ÿ  ö èë èí äðà èç  ï üåç î ê åðàì èê è P Z T  4 , ø òðèõ ï ó í ê òèðí û ì è – äë ÿ  
î äí î ðî äí î ã î  òàê î é æ å ã åî ì åòðèè èç  ì åòàë ë à.  
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                             Ð è ñ . 1.                                             Ð è ñ . 2. 

Ê àê  èç â åñòí î , ê ðàåâ àÿ  ç àäà÷ à ( 9 ), ( 1 0 ) î  ðàñï ðî ñòðàí åí èè í î ðì àë üí û õ  
â î ë í  â  ñë î èñòî ì  ö èë èí äðè÷ åñê î ì  â î ë í î â î äå ì àòåì àòè÷ åñê è ñî â ï àäàåò ñ 
ç àäà÷ åé î  ñâ î á î äí û õ  í åî ñåñèì ì åòðè÷ í û õ  ê î ë åá àí èÿ õ  ñë î èñòî ã î  ö èë èí äðà ñ 
ø àðí èðí û ì  î ï èðàí èåì  í à òî ðö àõ . Ð àññì î òðèì  òðåõ ñë î éí û é ö èë èí äð ñî  
ñë åäó þ ù èì è ã åî ì åòðè÷ åñê èì è õ àðàê òåðèñòèê àì è: â í ó òðåí í èé ðàäèó ñ – 

=
.

3
âíóòð

R , â í åø í èé – =
.

5
âíåøí

R  è äë èí à – = 10L  á åç ðàç ì åðí û õ  åäèí èö . 

Ï ðè òàê î ì  â û á î ðå ã åî ì åòðè÷ åñê èõ  õ àðàê òåðèñòèê  ç í à÷ åí èå ε = =
0

0, 25
h

R
 

ñî â ï àäàåò ñî  ç í à÷ åí èÿ ì è, ï ðèí ÿ òû ì è äë ÿ  ðàñ÷ åòî â  â  ï ðåäû äó ù åé ç àäà÷ å.  
Ä ë ÿ  òî ã î  ÷ òî á û  î ï ðåäåë èòü ñî á ñòâ åí í û å ÷ àñòî òû  ê î ë åá àí èé äàí í î ã î  

ö èë èí äðà í åî á õ î äèì î  í àéòè òî ÷ ê è ï åðåñå÷ åí èÿ  äèñï åðñèî í í û õ  â åòâ åé ( äë ÿ  

ç í à÷ åí èé = 0m , = =3, 4, ...m m ) ñ ë èí èÿ ì è ς = 0,1;0,2; ...  è ðàñï î ë î æ èòü èõ  

â  ï î ðÿ äê å â î ç ðàñòàí èÿ . 
 

 

Ð è ñ . 3.                                           Ð è ñ . 4. 

À í àë èç  ÷ àñòî òí î ã î  ñï åê òðà ï î ê àç û â àåò, ÷ òî  äë ÿ  òî ã î , ÷ òî á û  î ï ðåäåë èòü 
ï åðâ û å ï ÿ òü ñî á ñòâ åí í û õ  ÷ àñòî ò, äî ñòàòî ÷ í î  ÷ åòû ðåõ  ï åðâ û õ  ç í à÷ åí èé m  

( ðèñ. 3 –6 ): = 0m  ( ðèñ. 5), = 1m  ( ðèñ. 3 ), = 2m  ( ðèñ. 4 ) è = 3m  ( ðèñ. 6 ). 

Ñ ï ë î ø í î é ë èí èåé î á î ç í à÷ åí û  äèñï åðñèî í í û å ê ðèâ û å äë ÿ  í åî äí î ðî äí î ã î  
ö èë èí äðà, à ï ó í ê òèðí î é – äë ÿ  î äí î ðî äí î ã î  èç  ï üåç î ê åðàì èê è P Z T  4 .  
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Ð è ñ . 5.                                            Ð è ñ . 6 . 

Â  òàá ë . 1  ï ðèâ åäåí û  ÷ èñë î â û å ç í à÷ åí èÿ  ï åðâ û õ  ï ÿ òè ÷ àñòî ò äë ÿ  òðåõ -

ñë î éí î ã î  è ñï ë î ø í î ã î  ï üåç î ê åðàì è÷ åñê î ã î  ö èë èí äðî â . Ï î ê àç àí î  òàê æ å 

ê î ë è÷ åñòâ î  ï î ë ó â î ë í  â  î ê ðó æ í î ì  è î ñåâ î ì  í àï ðàâ ë åí èÿ õ , à òàê æ å, ê  ê àê î é 

î òí î ñèòåë üí î é ï î ã ðåø í î ñòè ï ðè â û ÷ èñë åí èè ñî á ñòâ åí í û õ  ÷ àñòî ò ï ðèâ åäåò 

èã í î ðèðî â àí èå í åî äí î ðî äí î ñòè.  
Таблица.1 

¹ 

÷à ñ -
ò î ò û  

Ì í î ã î -
ñ ë î é í û é  
ö è ë è í ä ð  

× è ñ ë î  
ï î ë ó âî ë í  â 
î ê ð ó æ í î ì  
í à ï ð à âë å í è è  

× è ñ ë î  
ï î ë ó âî ë í  â 
î ñ å âî ì  
í à ï ð à â-
ë å í è è  

Ñ ï ë î ø í î é  
ö è ë è í ä ð  è ç  
ï ü å ç î ê å ð à -
ì è ê è   
P Z T  4 

× è ñ ë î  
ï î ë ó âî ë í  
â î ê ð ó æ -
í î ì  

í à ï ð à â-
ë å í è è  

× è ñ ë î  
ï î ë ó âî ë í   
â î ñ å âî ì  
í à ï ð à â-
ë å í è è  

Î ò í î ñ è -
ò å ë ü í î å  
ð à ñ õ î æ -
ä å í è å   
â %  

1 0, 18 34 1 1 0, 1346  1 1 26 , 6  

2 0, 2129  2 1 0, 16 51 2 1 22, 5 

3 0, 26 6 7 0 1 0, 18 49  0 1 30, 7 

4 0, 3242 0 1 0, 2232 0 1 31, 2 

5 0, 3726  3 1 0, 278 1 1 1 25,  4 

 

Ê àê  â èäí î  ï åðâ àÿ  ñî á ñòâ åí í àÿ  ÷ àñòî òà í å ÿ â ë ÿ åòñÿ  ñî á ñòâ åí í î é ÷ àñòî -

òî é î ñåñèì ì åòðè÷ í û õ  ê î ë åá àí èé, òàê î â û ì è ÿ â ë ÿ þ òñÿ  òî ë üê î  òðåòüÿ  è ÷ åò-

â åðòàÿ  ñî á ñòâ åí í û å ÷ àñòî òû . Ï ðè ý òî ì  òðåòüÿ  ÷ àñòî òà ÿ â ë ÿ åòñÿ  ÷ àñòî òî é 

ï ðî äî ë üí û õ  ê î ë åá àí èé, à ÷ åòâ åðòàÿ  – ê ðó òèë üí û õ . Ñ î á ñòâ åí í û å ÷ àñòî òû , 

ï î ë ó ÷ åí í û å â  äàí í î é ðàá î òå äë ÿ  ñï ë î ø í î ã î  ö èë èí äðà èç  ï üåç î ê åðàì èê è 

P Z T  4 , ï î ë í î ñòüþ  ñî â ï àäàþ ò ñ ï î ë ó ÷ åí í û ì è í à î ñí î â àí èè ï î äõ î äà, ðàç ðà-

á î òàí í î ã î  â  ðàá î òå [5] . Å ñòåñòâ åí í î , ÷ òî  î á ú åì  ðàá î ò ï ðè ý òî ì  ñî â åðø åí í î  

ðàç í û é. Î äí àê î , ï î ì èì î  ñî á ñòâ åí í û õ  ÷ àñòî ò, í àì  ó äàë î ñü ï î ë ó ÷ èòü òàê æ å 

èí ô î ðì àö èþ  î  ô î ðì àõ  ê î ë åá àí èé. Ð àñõ î æ äåí èå â  ç í à÷ åí èÿ õ  ÷ àñòî ò äî â î ë ü-

í î  ñó ù åñòâ åí í î å. Ó ÷ èòû â àÿ  òî ò ô àê ò, ÷ òî  òî ë ù èí à ï üåç î ê åðàì è÷ åñê î ã î  

ñë î ÿ  è ñó ì ì àðí àÿ  òî ë ù èí à ì åòàë ë è÷ åñê èõ  ñë î åâ  î äèí àê î â û , à ñî á ñòâ åí í û å 

÷ àñòî òû  äë ÿ  ñë î èñòî ã î  ö èë èí äðà ë åæ àò â  « ê î ðèäî ðå»  ç í à÷ åí èé ñî á ñòâ åí í û õ  

÷ àñòî ò äë ÿ  ñî î òâ åòñòâ ó þ ù èõ  î äí î ðî äí û õ  ö èë èí äðî â , ì î æ í î  ï ðåäï î ë î æ èòü, 

÷ òî  ç í à÷ åí èÿ  ñî á ñòâ åí í û õ  ÷ àñòî ò ê î ë åá àí èé ñë î èñòî ã î  ö èë èí äðà ì î æ í î  

ï ðèá ë èæ åí í î  î ï ðåäåë èòü ê àê  ñðåäí åå àðèô ì åòè÷ åñê î å ñî á ñòâ åí í û õ  ÷ àñòî ò 

ê î ë åá àí èé ñî î òâ åòñòâ ó þ ù èõ  î äí î ðî äí û õ  ö èë èí äðî â . Â  òàá ë . 2  ï ðèâ åäåí û  

ðåç ó ë üòàòû  òàê î ã î  ñðàâ í åí èÿ . 
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Таблица. 2. 
¹ 

÷à ñ ò î ò û  
Ì í î ã î ñ ë î é í û é  
ö è ë è í ä ð  

Ñ ð å ä í å å  ç í à ÷å í è å  ÷à ñ ò î ò û  
Î ò í î ñ è ò å ë ü í î å  
ð à ñ õ î æ ä å í è å  â %  

1 0, 18 34 0, 1736  5, 3 

2 0, 2124 0, 19 72 7, 2 

3 0, 26 6 7 0, 2530 5, 2 

4 0, 3242 0, 309 2 4, 6  

5 0, 3726  0, 348 2 6 , 5 

 
 
Ê àê  â èäí î  èç  òàá ë èö û , ý òî  â ï î ë í å 

äî ï ó ñòèì î , ï î ñê î ë üê ó  ï åðâ û å ñî á ñòâ åí í û å 
÷ àñòî òû  ë åæ àò â  í èç ê î ÷ àñòî òí î é î á ë àñòè. 
Ä ë ÿ  á î ë åå â û ñî ê èõ  ÷ àñòî ò ðàñõ î æ äåí èå 
á ó äåò ç í à÷ èòåë üí û ì . Ý òî  â èäí î  èç  ðèñ. 7 , 
ã äå ñðàâ í åí û  ñî î òâ åòñòâ ó þ ù èå ÷ àñòî òû  äë ÿ  

= 1m . Ñ ï ë î ø í û ì è ë èí èÿ ì è î á î ç í à÷ åí û  

÷ àñòî òû  ñî á ñòâ åí í û õ  ê î ë åá àí èé ñë î èñòî ã î  
ö èë èí äðà, à ï ó í ê òèðí û ì è – ñðåäí åå 
ç í à÷ åí èå ÷ àñòî ò ê î ë åá àí èé î äí î ðî äí û õ  
ö èë èí äðî â . 
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ПРО Н Е ОС Е С И М Е Т РИ Ч Н І  Х В И Л І  У  ПОРОЖ Н И С Т И Х  Ш А РУ В А Т И Х  Ц И Л І Н Д РА Х  З  
П’ Є З ОК Е РА М І Ч Н И М И  Ш А РА М И ,  ПОЛ Я РИ З ОВ А Н И М И  В  К ОЛ ОВ ОМ У  Н А ПРЯ М І .  
 
Ðîçãëÿíóòî çàäà÷ó ïðî ïîøèðåííÿ íåîñåñèìåòðè÷íèõ õâèëü ó ïîðîæíèñòèõ øàðóâàòèõ 
ö èë³ íäðàõ ç ï’ º çîê åðàì³ ÷íèìè øàðàìè,  ïîëÿðèçîâàíèìè ó ê îëîâîìó íàïðÿì³ .  Á ³ ÷í³  ïîâåðõí³  
ö èë³ íäðà â³ ëüí³  â³ ä íàâàíòàæåíü òà âê ðèò³  òîíê èìè çàê îðî÷åíèìè åëåê òðîäàìè.  Í à 
ïîâåðõíÿõ ïîä³ ëó øàð³ â âèê îíóþ òüñÿ óìîâè ñóì³ ñíî¿  ðîá îòè á åç ïðîê îâçóâàííÿ òà â³ äðèâó,  
à òàê îæ íåïåðåðâíîñò³  ïî åëåê òðè÷íîìó ïîëþ .  Ï ³ ñëÿ ðîçä³ ëåííÿ çì³ ííèõ ³  âðàõóâàííÿ 
çàìê íåíîñò³  õâèëåâîäó ó ê îëîâîìó íàïðÿì³ ,  ô óíê ö ³ ¿  ðîçâ’ ÿçê ó ïîäàíî ó âèãëÿä³  ê îìá ³ íàö ³ ¿  
ñòîÿ÷èõ õâèëü ó ê îëîâîìó íàïðÿì³  òà á ³ æó÷èõ ó ïîçäîâæíüîìó.  Â  ðåçóëüòàò³  âèõ³ äíó 
òðèâèì³ ðíó çàäà÷ó ó ÷àñòèííèõ ïîõ³ äíèõ çâåäåíî äî ê ðàé îâî¿  çàäà÷³  íà âëàñí³  çíà÷åííÿ ó 
çâè÷àé íèõ äèô åðåíö ³ àëüíèõ ð³ âíÿííÿõ.  Ç àäà÷ó ðîçâ’ ÿçàíî ñò³ é ê èì ìåòîäîì äèñê ðåòíî¿  
îðòîãîíàë³ çàö ³ ¿  â ïîº äíàíí³  ç ìåòîäîì ïîê ðîê îâîãî ïîøóê ó.  Í àâåäåí³  ðåçóëüòàòè ÷èñåëüíîãî 
àíàë³ çó çàäà÷³  ïðî ïîøèðåííÿ íåîñåñèìåòðè÷íèõ õâèëü ó øàðóâàòîìó õâèëåâîä³  ç ÷åðãó-
âàííÿì ìåòàëåâèõ òà ï’ º çîê åðàì³ ÷íèõ øàð³ â,  ïîëÿðèçîâàíèõ ó ê îëîâîìó íàïðÿì³ .  

 
 
A B O U T  O F  N O N  A X Y S I M M E T R I C A L  W A V E S  I N  H O L L O W  M U L T Y L A Y E R E D  C Y L I N D E R S  W I T H  
P I E Z O C E R A M I C  L A Y E R S  P O L A R I Z E D  I N  C I R C U M F E R E N T I A L  D I R E C T I O N .  
 
I n  t h i s  a r t i c l e  p r o b l e m  a b o u t  n o n a x i s y m m e t r i c  w a v e s  i n  t h e  h o l l o w  m u l t i l a y e r e d  p i e z o c e r a m i c  
c y l i n d e r  w i t h  p i e z o c e r a m i c  l a y s  p o l a r i z e d  i n  c i r c u m f e r e n t i a l  d i r e c t i o n  i s  c o n s i d e r e d .  L a t e r a l  
s u r f a c e s  a r e  f r e e  f r o m  e x t e r n a l  l o a d i n g  a n d  a r e  c o v e r e d  b y  t h i n  e l e c t r o d e s  w h i c h  a r e  s h o r t -
c i r c u i t e d .  O n  t h e  s u r f a c e s  b e t w e e n  l a y e r s  a r e  c o n t i n u i t y  c o n d i t i o n s  w i t h o u t  s l i p s  a n d  b r e a k s .  A f t e r  
s e p a r a t e  o f  v a r i a b l e s  a n d  t a k i n g  i n t o  a c c o u n t  t h a t  c y l i n d r i c a l  s h e l l  i s  c l o s e d  i n  c i r c u m f e r e n t i a l  
d i r e c t i o n ,  f u n c t i o n s  o f  s o l u t i o n  a r e  p r e s e n t e d  b y  c o m b i n a t i o n  s t a n d i n g  w a v e s  i n  c i r c u m f e r e n t i a l  
d i r e c t i o n  a n d  p r o g r e s s i n g  w a v e  i n  a x i a l  d i r e c t i o n .  T h e  i n i t i a l  t h r e e -d i m e n s i o n a l  p r o b l e m  o f  t h e o r y  
o f  e l e c t r o e l a s t i c i t y  i n  t h e  p a r t i a l  d e r i v a t i v e s  i s  r e d u c e d  t o  t h e  b o u n d a r y  v a l u e  p r o b l e m  o n  
e i g e n v a l u e  f o r  t h e  s y s t e m  o f  o r d i n a r y  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n s  f o r  t h e  r a d i a l  c o o r d i n a t e .  T h e  p r o b l e m  
o b t a i n e d  i s  s o l v e d  b y  s t a b l e  n u m e r i c a l  m e t h o d  o f  d i s c r e t e  o r t h o g o n a l i s a t i o n  c o u p l e d  w i t h  t h e  
i n c r e m e n t a l  s e a r c h  m e t h o d .  T h e r e  n u m e r i c a l  r e s u l t s  f o r  t h e  p r o b l e m  a b o u t  p r o g r e s s i n g  n o n  
a x i s y m m e t r i c a l  w a v e s  i n  m u l t i l a y e r e d  c y l i n d e r  w i t h  i n t e r c h a n g i n g  m e t a l  a n d  p i e z o c e r a m i c  l a y e r s ,  
p o l a r i z e d  i n  c i r c u m f e r e n t i a l  d i r e c t i o n  a r e  p r e s e n t e d .  
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