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А. Ю . К о ц ю б а  
 

П Л ОС К І  К ОН Т А К Т Н І  З А ДА Ч І  Т Е ОР І Ї  П Р У Ж Н ОС Т І  ДЛ Я  Т І Л  С К Л А ДН ОЇ   
ФОР М И  З А  Н Е З А ДА Н И Х  ДІ Л Я Н ОК  Ї Х Н Ь ОЇ  В З А Є М ОДІ Ї  
 

Ñôîðìóëüîâàíî ïëîñêó êîíòàêòíó çàäà÷ó òåîð³¿ ïðóæíîñò³ äëÿ ò³ë ñêëàäíî¿ 
ôîðìè,  ù î âçàº ìîä³þ òü ³ç ñèñòåìîþ  æîðñòêèõ  ø òàìï³â.  Ï îá óäîâàíî óìîâè 
êîíòàêòó òà ìåòîäèêó ¿õ  ðîçâ’ ÿçóâàííÿ,  êîëè ñóìàðí³ ðîçì³ðè îá ëàñòåé ,  
ÿê³ êîíòàêòóþ òü,  çíà÷íî ìåíø ³ í³æ ðîçì³ðè îá ëàñòåé ,  äå êîíòàêò â³äñóò-
í³é .  Ä îñë³äæåíî êîíòàêòíó âçàº ìîä³þ  ïåð³îäè÷íèõ  ø òàìï³â ç ï³âïëîù èíîþ  
òà êîíòóðîì îòâîðó êðóã îâî¿ ôîðìè.  Í à îñíîâ³ ö èõ  ðîçðàõ óíê³â çíàé äåíî 
çâ’ ÿçîê ì³æ ðîçïîä³ëàìè íàïðóæåíü ï³ä ø òàìïàìè ïåð³îäè÷íî¿ òà â³äïîâ³äíî¿ 
ã ëàäêî¿ ôîðì.  Í àá ëèæåíî çìîäåëüîâàíà êîíòàêòíà âçàº ìîä³ÿ ñèñòåìè ðîëè-
êîâèõ  ø òàìï³â ç âíóòð³ø íüîþ  ïîâåðõ íåþ  çîâí³ø íüîã î ê³ëüö ÿ ó ðàä³àëüíîìó 
ðîëèêîâîìó ï³äø èïíèêó ï³ä âåðòèêàëüíèì íàâàíòàæåííÿì ç óðàõ óâàííÿì 
ñèë òåðòÿ.  

 
Âñòóï. Ð îç â’ ÿ ç ó âàí í ÿ  ï ë îñê èõ  ê îí òàê òí èõ  ç àäà÷  òåîð³¿  ï ðó æí îñò³ äë ÿ  

ò³ë  ñê ë àäí î¿  ô îðì è í àé ÷ àñò³ø å ç âîäèòüñÿ  äî ðîç ã ë ÿ äó  í åë ³í ³é í èõ  ³í òåã ðàë ü-
í èõ  ð³âí ÿ í ü [ 3,  4] . Ç àç í à÷ èì î,  ù î ö ³ ð³âí ÿ í í ÿ  º  í åë ³í ³é í ³ ÷ åðåç  í åâèç í à÷ åí ó  
îá ë àñòü ê îí òàê òó ,  ÿ ê à â ñâîþ  ÷ åðã ó  ì îæå ñê ë àäàòèñÿ  ç  äîâ³ë üí î¿  ê ³ë üê îñò³ 
ä³ë ÿ í îê ,  ì åæ³ ÿ ê èõ  í åâ³äîì ³. Ä î òàê èõ  ç àäà÷  í àë åæàòü äîñèòü àê òó àë üí ³ í à 
ñüîã îäí ³ ç àäà÷ ³,  â ÿ ê èõ ,  ê ð³ì  ñê ë àäí èõ  ô îðì  ø òàì ï ³â,  ï îòð³á í î ù å é  âðàõ î-
âó âàòè ¿ õ  ø îðñòê ³ñòü àá î ø îðñòê ³ñòü îñí îâè,  í à ÿ ê ó  âîí è òèñí ó òü. Â ï ë èâ 
õ âèë ÿ ñòîñò³ â ê îí òàê òí èõ  ç àäà÷ àõ  äîñë ³äæåí î ðàí ³ø å [ 1–3] . Ò àê ³ ç àäà÷ ³ 
ðîç â’ ÿ ç ó âàë è ð³ç í èì è ì åòîäàì è ( â îñí îâí îì ó  ÷ èñë îâèì è) : Á . À . Ã àë àí îâ 
ç âîäèâ ¿ õ  äî ñèñòåì è ð³âí ÿ í ü Ã àì åðø òåé í à,  À . Ñ ³í üé îð³í ³ âï åðø å ï îäàâ 
ê îí òàê òí ó  ç àäà÷ ó  ÿ ê  âàð³àö ³é í ó  ç  îá ì åæåí í ÿ ì è ó  âèã ë ÿ ä³ í åð³âí îñòåé . Ä àë ³ 
ö åé  ï ³äõ ³ä ðîç âèí ó ë è â ï ðàö ÿ õ  [ 2–4,  6] . À í àë ³òè÷ í èì è ì åòîäàì è äîñë ³äæó -
âàë è ê îí òàê òí ³ ç àäà÷ ³ ç  í åç àäàí èì è ä³ë ÿ í ê àì è ê îí òàê òó  [ 1,  5] . 

Ç à ã à ë ü í å  ô î ð ì óë þ â à í í ÿ  ç à ä à ÷ ³ . Í åõ àé  ç àäàí î ñèñòåì ó  m  æîðñòê èõ  

ø òàì ï ³â,  ì åæ³ ÿ ê èõ  îï èø åì î ô ó í ê ö ³ÿ ì è ( ) =1
, 0f x y ,  … ,  ( ) =, 0

m

f x y . Â âàæà-

òèì åì î,  ù î ð³âí ÿ í í ÿ  äë ÿ  ì åæ³ ò³ë à â îá ë àñò³ ê îí òàê òó  ì àº  âèã ë ÿ ä 

( ) =, 0g x y . Ï îê ë àäåì î,  ù î äî ê îæí îã î ø òàì ï à ï ðèê ë àäåí ³ ñèë è,  ã îë îâí ³ âåê -

òîðè òà ì îì åí òè ÿ ê èõ  â³äï îâ³äí î äîð³âí þ þ òü 
1 1

( , ), ..., ( , )
m m

x y x y
P P P P  ³ 

1
, ...,

m

M M . 

Ð îç ã ë ÿ äàòèì åì î òàê îæ âèï àäîê ,  ê îë è äî ò³ë à ï ðèê ë àäåí ³ ç îñåðåäæåí ³ ñèë è 

( ) ( )
1 1
, , ..., ,

n n
X Y X Y . 

Ó ì î â è  ê î í òà ê òó. Ä ë ÿ  ç àï èñó  ó ì îâ ê îí òàê òó  â³ç üì åì î äî ó âàã è òå,  ù î 
ï ³ñë ÿ  äåô îðì ó âàí í ÿ  ì åæîâ³ òî÷ ê è ï ðó æí îã î ò³ë à,  ù î ç í àõ îäÿ òüñÿ  â îá ë àñò³ 

ê îí òàê òó ,  äë ÿ  ê îæí îã î j -ã î ø òàì ï à ç àäîâîë üí ÿ òèì ó òü ð³âí ÿ í í ÿ  ã ðàí èö ³ 

ø òàì ï à ç  ó ðàõ ó âàí í ÿ ì  é îã î ç ì ³ù åí í ÿ  â í àï ðÿ ì ê àõ  ê îîðäèí àòí èõ  îñåé  Îõ òà 

Îó  â³äï îâ³äí î í à äåÿ ê ³ â³äñòàí ³ j
xD  òà 

j
yD  òà é îã î ï îâîðîòó  í à äåÿ ê èé  ê ó ò θj . 

Ò îá òî ð³âí ÿ í í ÿ  ø òàì ï ³â ï ³ñë ÿ  ç ì ³ù åí ü òà ï îâîðîòó  ì àòèì ó òü âèã ë ÿ ä 

 ( )ξ + ηθ + −ξθ + η + =, 0
j j j j j

x yf D D ,  = 1,j m ; ( 1)  

äå ξ = + + Px u U ,  η = + +
P

y v V ,  äå ( , )u v  – ñó ì àðí ³ ï åðåì ³ù åí í ÿ ,  ç ó ì îâë åí ³ 

ä³º þ  âñ³õ  ø òàì ï ³â; ( ),

P P
U V  − ñó ì àðí ³ ï åðåì ³ù åí í ÿ ,  ç ó ì îâë åí ³ ä³º þ  âñ³õ  

ç îñåðåäæåí èõ  ñèë . Â ñ³ ï åðåì ³ù åí í ÿ  ðàç îì  ç  âåë è÷ èí àì è j
xD ,  

j
yD  òà θj  ââà-

æàòèì åì î ì àë èì è. Ï ³äñòàâèâø è ç í à÷ åí í ÿ  ξ  òà η  â ð³âí ÿ í í ÿ  ( 1) ,  îäåðæèì î 
ó ì îâó  ê îí òàê òó  
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 ( ) ( ) ( ) ( )( ) (( + + + + + θ + − +, , , , ,

j j j
P P xf x u x y U x y y v x y V x y D x  

 ( ) ( )) ( ) ( ) )+ + θ + + + + =, , , , 0
j j

P P yu x y U x y y v x y V x y D ,  = 1,j m . ( 2)  

Í åõ àé  ð³âí ÿ í í ÿ  äë ÿ  ì åæ³ ò³ë à ï àðàì åòðèç îâàí î: ( )= α
1

x g ,  ( )= α
2

y g . 

Ò îä³ ó ì îâó  ( 2)  ì îæí à ï åðåï èñàòè ó  âèã ë ÿ ä³ 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )α α + α α = − α − α α − α α −% % %% %
1 2 1 2

j j j j j
P Pf u f v f f U f V    

 ( ) ( ) ( ) ( )− α − α + θ α + δ α
1 2 3

j j j j j j j
x yD f D f f ,  = 1,j m ; ( 3)  

äå ( ) ( ) ( )( )α = α α%
1 2

,

j j
f f g g ,  ( ) ( ) ( )( )′α = α α

1 1 2
,

j j
xf f g g ,  ( ) ( ) ( )( )′α = α α

2 1 2
,

j j
yf f g g ,  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )α = α ⋅ α − α ⋅ α
3 1 2 2 1

j j jf g f g f ; ( ) ( ) ( )( )α = α α%
1 2

,u u g g ,  ( )α =%v  

( ) ( )( )= α α
1 2

,v g g ,  ( ) ( ) ( )( )α = α α%
1 2

,

P P
U U g g ,  ( ) ( ) ( )( )α = α α%

1 2
,

P P
V V g g ; 

( )δ α =j  ( )= % %,o u v  − äîäàòê îâèé  ÷ ë åí ,  ÿ ê èé  ì àº  äðó ã èé  ï îðÿ äîê  ì àë îñò³ â³ä-

í îñí î ï åðåì ³ù åí ü. 

Âèçíà÷åííÿ ïåðåì³ùåíü ( ),u v .  Ï ðèé ì åì î,  ù î â³äîì èé  ô ó í äàì åí òàë ü-

í èé  ðîç â’ ÿ ç îê ,  òîá òî â³äîì ³ ï åðåì ³ù åí í ÿ  â á ó äü-ÿ ê ³é  òî÷ ö ³ ã ðàí èö ³ ç àäàí îã î 
ï ðó æí îã î ò³ë à,  ñï ðè÷ èí åí ³ äîâ³ë üí èì è ç îñåðåäæåí èì è ñèë àì è. Ò îä³ 
ï åðåì ³ù åí í ÿ  ì åæ³ ö üîã î ò³ë à ì îæí à ç àï èñàòè òàê : 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

Ω Ω

Ω Ω

 α = σ ξ α ξ ξ + τ ξ α ξ ξ α = σ ξ α ξ ξ + τ ξ α ξ ξ

∫ ∫
∫ ∫

%

%

11 12

21 22

, , ,

, , ;

u K d K d

v K d K d
 ( 4)  

äå σ  − í îðì àë üí ³ ê îí òàê òí ³ í àï ðó æåí í ÿ ,  τ  − â³äï îâ³äí ³ äîòè÷ í ³ ê îí òàê òí ³ 

í àï ðó æåí í ÿ ; ô ó í ê ö ³¿  ijK ,  =, 1,2i j  âèç í à÷ àº ì î ç à äîï îì îã îþ  ô ó í äàì åí -

òàë üí îã î ðîç â’ ÿ ç ê ó ; 
=

Ω = ΩU
1

m

k

k

,  Ω
k
 − îá ë àñòü ç ì ³í è ï àðàì åòða,  ÿê à â³äï î-

â³äàº  k – ³é ä³ë ÿíö ³ ê îíò àê ò ó. 

Â âàæ àº ì î,  ù î ä³º  çàê îí Ê óë îíà–À ì îíò îíà τ = ρσ ,  äå ρ  − ê îåô ³ö ³º íò  
ò åð ò ÿ. Ò îä³ ñï ³ââ³äíîø åííÿ ( 4)  ì îæ íà ï åð åï èñàò è ó âèãë ÿä³ 

 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

Ω

Ω

 α = σ ξ α ξ ξ α = σ ξ α ξ ξ

∫
∫

%

%

%

%

, ,

, ;

u

v

u K d

v K d
 ( 5 )  

äå ( ) ( ) ( )α ξ = α ξ + ρ α ξ
% 11 12

, , ,uK K K ,  ( ) ( ) ( )α ξ = α ξ + ρ α ξ
% 21 22

, , ,vK K K . 

Ïîáóäîâà ³íòåãðàëüíèõ ð³âíÿíü òà äîäàòêîâèõ ð³âíîñòåé. Ï ³ñë ÿ ï ³ä-
ñò àâë åííÿ ñï ³ââ³äíîø åíü ( 5 )  â óì îâó ê îíò àê ò ó ( 3)  ï ð è íåõ ò óâàíí³ âåë è÷è-

íàì è δj  îäåð æ èì î ë ³íåàð èçîâàí³ óì îâè ê îíò àê ò ó ó âèãë ÿä³ ³íò åãð àë üíèõ  

ð ³âíÿíü 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
Ω
σ ξ α ξ ξ = α − α − α + θ α∫ 1 2 3

,

j j j j j j j j
x yJ d F D f D f f ,  = 1,j m ; ( 6 )  

äå ( ) ( ) ( ) ( ) ( )α ξ = α α ξ + α α ξ
% %1 2

, , ,

j j j
u vJ f K f K ,  ( ) ( ) ( ) ( )α = − α − α α −% %

1

j j j
PF f f U  

( ) ( )− α α%
2

j
Pf V . 

Ä ë ÿ çíàõ îäæ åííÿ 3m  íåâ³äîì èõ  j
xD ,  

j
yD ,  θj ,  = 1,j m ,  ñèñò åì ó ³íò å-

ãð àë üíèõ  ð ³âíÿíü ( 6 )  äîï îâíèì î äîäàò ê îâèì è 3m  ð ³âíîñò ÿì è,  ÿê ³ ï îáóäóº ì î 

ç óì îâ ð ³âíîâàãè ø ò àì ï ³â: 
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( ) ( )

( )

∧ ∧

Ω Ω
∧

Ω

    σ ξ = σ ξ =          σ ξ = =   

∫ ∫
∫

cos , , cos , ,

cos , , 1 , .

j j

j

j j
x y

j

n x ds P n y ds P

n x yds M j m

 

Ïîáóäîâà àëüòåðíàòèâíî¿ ñèñòåìè ³íòåãðàëüíèõ ð³âíÿíü òà íåð³âíîñ-

òåé ,  à òàê îæ  ÷ èñëîâîãî àëãîðèòìó ¿¿ ðîç â’ ÿç óâàííÿ.  Ó ì îâè ê îíò àê ò ó ( 6 )  º  

íåë ³í³éíèì è ³íò åãð àë üíèì è ð ³âíÿííÿì è,  îñê ³ë üê è íàï åð åä íåâ³äîì à îáë àñò ü 

ê îíò àê ò ó ( âîíà ì îæ å ñê ë àäàò èñÿ ç âåë èê î¿  ³ íàï åð åä íå âèçíà÷åíî¿  ê ³ë üê îñò ³ 

ä³ë ÿíîê ) . Ä ë ÿ ð îçâ’ ÿçóâàííÿ ò àê î¿  çàäà÷³ âèê îð èñò àº ì î ï ³äõ ³ä Ñ ³íüéîð ³í³. 

Â â³âø è â ð îçãë ÿä ñóê óï í³ñò ü ï ð îãíîçîâàíèõ  îáë àñò åé j
D ,  ù î ï îê ð èâàþ ò ü 

îáë àñò ³ Ωj ,  ³ çàãàë üíó ï ð îãíîçîâàíó îáë àñò ü D ,  ù î ï îê ð èâàº  îáë àñò ü Ω ,  
ï îáóäóº ì î àë üò åð íàò èâíó ñèñò åì ó ³íò åãð àë üíèõ  ð ³âíÿíü ò à íåð ³âíîñò åé: 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( )

∧ ∧

∧

 σ ξ α ξ ξ + α + α − θ α = α σ α < σ ξ α ξ ξ + α + α − θ α ≤ α σ α =    σ ξ = σ ξ =         σ ξ = =   

∫
∫
∫ ∫
∫

1 2 3

1 2 3

, , 0,

, , 0,

c o s , , c o s , ,

c o s , , 1 , ;

j j

j

j j j j j j j j
x y

D
j j j j j j j j

x y

D

j j
x y

D D

j

D

J d D f D f f F

J d D f D f f F

n x ds P n y ds P

n x y ds M j m

 ( 7 )  

äå 
=

= U
1

m
j

k

D D ,  j
D  − ï ð îãíîçîâàíà îáë àñò ü,  ù î îõ îï ë þ º  îáë àñò ü ê îíò àê ò ó Ωj . 

Ò óò  çíåõ ò óâàíî âåë è÷èíè δj  ò à ï ð èéíÿò î íà ê îæ í³é ì íîæ èí³ j
D ,  ù î 

( )σ ξ = 0  ï ð è ξ ∉ Ωj . 

Ä àë ³,  ÿê  ³ â ï ð àö ÿõ  [ 3,  4] ,  ï îáóäóº ì î ÷èñë îâèé àë ãîð èò ì  ð îçâ’ ÿçóâàííÿ 

çàäà÷³ ( 7 ) . Ñ óò ü ö üîãî àë ãîð èò ì ó ï îë ÿãàº  â ò îì ó,  ù î ñï î÷àò ê ó çà äîï îì îãîþ  

ì åò îäó ì åõ àí³÷íèõ  ê âàäð àò óð  ñèñò åì ó ³íò åãð àë üíèõ  ð ³âíÿíü ò à íåð ³âíîñò åé 

( 7 )  ï åð åò âîð þ º ì î â ñèñò åì ó ë ³í³éíèõ  ð ³âíÿíü ò à íåð ³âíîñò åé â³äíîñíî íåâ³-

äîì èõ  ê îíò àê ò íèõ  íàï ð óæ åíü ó âóçë îâèõ  ò î÷ê àõ ,  ù î ï îê ð èâàþ ò ü ï ð îãíîçî-

âàíó îáë àñò ü ê îíò àê ò ó. Ð îçâ’ ÿçóâàííÿ ö ³º ¿  ñèñò åì è çâåäåì î äî â³äï îâ³äíî¿  

çàäà÷³ ê âàäð àò è÷íîãî ï ð îãð àì óâàííÿ ( Ç Ê Ï )  [ 4] . 

Ì îäèô ³ê àö ³ÿ ï îáóäîâàíîãî àëãîðèòìó.  À ë ãîð èò ì  äàº  çì îãó çíàõ îäèò è 

ð îçï îä³ë è ê îíò àê ò íèõ  íàï ð óæ åíü,  ê îë è îáë àñò ü ê îíò àê ò ó â íèõ  ì îæ å ñê ë à-

äàò èñÿ ç äåê ³ë üê îõ  äîâ³ë üíî ð îçò àø îâàíèõ  ä³ë ÿíîê . Ä îñèò ü ÷àñò î â ò àê èõ  

çàäà÷àõ  ñóì àð íèé ð îçì ³ð  ä³ë ÿíîê ,  â ÿê èõ  ê îíò àê ò  â³äñóò í³é,  çíà÷íî á³ë üø èé 

çà ð îçì ³ð  ä³ë ÿíîê  ê îíò àê ò ó. Ä ë ÿ ö üîãî âèï àäê ó ì îäèô ³ê óº ì î àë ãîð èò ì  [ 2–4]  

ò àê ,  ù îá çì åíø èò è ê ³ë üê ³ñò ü âóçë îâèõ  ò î÷îê ,  à îò æ å,  ³ ð îçì ³ð í³ñò ü â³äï îâ³ä-

íî¿  Ç Ê Ï . ² ò åð àò èâíèé àë ãîð èò ì  ð îçâ’ ÿçóâàííÿ ö ³º ¿  çàäà÷³ çâîäèò üñÿ äî 

ò àê îãî. Ñ ï î÷àò ê ó ð îçâ’ ÿæ åì î â³äï îâ³äíó çàäà÷ó äë ÿ âèáð àíî¿  ê ³ë üê îñò ³ âóç-

ë îâèõ  ò î÷îê ,  ù î ï îê ð èâàþ ò ü ð ³âíîì ³ð íî âñþ  ï ð îãíîçîâàíó îáë àñò ü ê îíò àê ò ó. 

Ä àë ³ íà îñíîâ³ îäåð æ àíîãî ð îçâ’ ÿçê ó,  çíàéäåì î ì åæ ³ âñ³õ  ä³ë ÿíîê  ï ð îãíîçî-

âàíîãî ê îíò àê ò ó ( ó ï åð ø îì ó íàáë èæ åíí³) . Í à íàñò óï íîì ó ê ð îö ³ âóçë îâ³ 

ò î÷ê è ç íåâ³äîì èì è ê îíò àê ò íèì è íàï ð óæ åííÿì è âèáèð àº ì î ò ³ë üê è íà çíàé-

äåíèõ  ä³ë ÿíê àõ . Ï ð è ö üîì ó âíàñë ³äîê  çãóù åííÿ âóçë îâèõ  ò î÷îê  ï ³äâèù ó-

º ò üñÿ ò î÷í³ñò ü ð îçð àõ óíê ³â. 

À ë üò åð íàò èâíó ñèñò åì ó ë ³í³éíèõ  ð ³âíÿíü ò à íåð ³âíîñò åé çàï èø åì î ó 

âèãë ÿä³ 



20 0  А. Ю. К о ц ю б а   

 

′

ν ν + + ν + + ν ν
′= =

′

ν ν + + ν + + ν ν
′= =
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′ ′= = = =

σ + σ + σ = σ <

σ + σ + σ ≤ σ =

′ ′ ′ ′ ′ ′λ σ = λ σ = ν =

∑ ∑

∑ ∑

∑ ∑ ∑ ∑

1 1 1 1

1 1 1 1
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1
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1
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1 1 2 2
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ïðè 0,

ïðè 0,

, , , . . . , , , . . . , , . . . , , . . . , ;

k

k

k

k

k k

k k

mS

n n N N N N

k n n

mS

n n N N N N

k n n

m mS S

n n n n S S

k n n k n n

A A A F

A A A F

P M n m n m n m



 ( 8 )  

äå S  − ê ³ë üê ³ñò ü ä³ë ÿíîê  ê îíò àê ò ó; ′ ′ ′
1 2
, , ..., Sn n n  ò à ′ ′ ′

1 2
, , ...,

S
m m m  − ³íäåê ñè ó 

çãóù åí³é ñóê óï íîñò ³ âóçë îâèõ  ò î÷îê  ð îçáèò ò ÿ ë ³âèõ  ò à ï ð àâèõ  ì åæ  ä³ë ÿíîê  
ê îíò àê ò ó. 

Ñ èñò åì ó ( 8 )  äàë ³ çâåäåì î äî çàäà÷³ ê âàäð àò è÷íîãî ï ð îãð àì óâàííÿ,  ò îáò î 
çíàéäåì î ì ³í³ì óì  âåë è÷èíè 

 

′ ′

ν ν ν + + ν + + ν ν
′ ′= = = =

  Υ = σ + σ + σ − σ      ∑ ∑ ∑ ∑
1 1 1 1

, , 1 1 , 2 2

1 1

k k

k k

m mS S

n n N N N N

k v n k n n

C A A A F  

çà óì îâ 

 

′

ν ν + + ν + + ν
′= =

′ ′

′ ′= = = =

 σ + σ + σ ≤ ′ ′ ′ ′ ′ ′ν = λ σ = λ σ = ′ ′ ′ ′ ′ ′σ ≤ =

∑ ∑

∑ ∑ ∑ ∑

1 1 1 1
, , 1 1 , 2 2

1

1 1 2 2

1 2

1 1

1 1 2 2

 ,

, . . . , , , . . . , , . . . , , . . . , ,  

 , ,

0 ,   , . . . , , , . . . , , . . . , , . . . , ;

k

k

k k

k k

mS

n n N N N N

k n n

S S

m mS S

n n n n

k n n k n n

n S S

A A A F

n m n m n m

P M

n n m n m n m

  

Ä àë ³ çíàéäåì î ð îçâ’ ÿçê è ï îáóäîâàíî¿  Ç Ê Ï . Ç à íåîáõ ³äíîñò ³ âê àçàíèé 
âèù å ï ð îö åñ óò î÷íåííÿ ä³ë ÿíîê  ê îíò àê ò ó ³ íàï ð óæ åíü ï îâò îð þ º ì î íà 
íàñò óï íèõ  ³ò åð àö ³ÿõ . 

Êîíòàêòí³ íàïðóæåííÿ ï³ä øòàìïàìè, ôîðìè ÿêèõ çàäàþòü çà äîïî-

ìîã îþ ïåð³îäè÷ íî¿  íà äåÿêîìó ïðîì³æêó ôóíêö ³¿ .  Í åõ àé ô îð ì ó ø ò àì ï à 
( ð èñ. 1à )  çàäàº  ï åð ³îäè÷íà ô óíê ö ³ÿ 

 ( )
( )

  −   − − − ≤ Λ     =    Λ− − Λ < − ≤    

2

0

0

2

0

1 1 , ,

1 1 , ,
2

øò

x x
r x x

r
f õ

T
r x x

r

 ( 9 )  

äå r  – ð àä³óñ ê ð óãîâèõ  äóã,  
 −= + +   

*
*

0
2

T x a
x a T

T
. Ò óò  [ ]x  – ö ³ë à ÷àñò è-

íà â³ä x ,  ( Λ ∈ 0;
2

T
 – äåÿê à ñò àë à âåë è÷èíà. 

Ð îçï îä³ë è ð îçð àõ îâàíèõ  â³äíîñíèõ  ê îíò àê ò íèõ  íàï ð óæ åíü 

( ) ( )= σ 2p x x G  ï ³ä ò àê èì  ø ò àì ï îì  çà â³äíîñíèõ  çíà÷åíü ãîë îâíîãî âåê ò îð à 

ñèë è = − =2 0.0075Q P G r  ò à ð ³çíèõ  çíà÷åíü ê îåô ³ö ³º íò à ò åð ò ÿ çîáð àæ åíî 

íà ð èñ. 1á ò à â. Ê ð óæ å÷ê àì è ò óò  ï îçíà÷åíî çíà÷åííÿ óñåð åäíåíèõ  çóñèë ü íà 
ê îæ íîì ó ï åð ³îä³,  ÿê ³ îá÷èñë þ þ ò ü çà ô îð ì óë îþ  

 ( )−
= σ∫1

2
s

s

L

Q t dt
G T

,   ( 10 )  

äå 
s

L  − s -ò à ä³ë ÿíê à ê îíò àê ò ó. 

Í à ö üîì ó ð èñóíê ó çîáð àæ åíî ò àê îæ  â³äï îâ³äí³ â³äíîñí³ ê îíò àê ò í³ 

íàï ð óæ åííÿ ( ) ( )= σ% % 2p x x G ,  ÿê ³ âèíèê àþ ò ü ï ³ä ï ë îñê èì  ø ò àì ï îì  [ 1,  2] . ß ê  
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áà÷èì î,  â ö åíò ð àë üíèõ  ä³ë ÿíê àõ  ê îíò àê ò ó óñåð åäíåí³ íàï ð óæ åííÿ ( ê ð óæ å÷-
ê è)  ï ð àê ò è÷íî çá³ãàþ ò üñÿ ³ç â³äï îâ³äíèì è ï ³ä ï ë îñê èì  ø ò àì ï îì . Ä åù î 
á³ë üø ³ â³äõ èë åííÿ ñï îñò åð ³ãàº ì î íà ê ð àéí³õ  ä³ë ÿíê àõ . 

Í à ê îæ í³é ä³ë ÿíö ³ çíàéäåíî ð îçï îä³ë è ï ³ä îê ð åì èì è ô ð àãì åíò àì è 
ø ò àì ï à ( ÿê ³ âèáèð àº ì î íà ð ³çíèõ  ï åð ³îäàõ ) ,  ï ð èê ë àäåíèé äî ÿê îãî ãîë îâíèé 

âåê ò îð  ñèë  äîð ³âíþ º  %σ( )jM T ,  äå jM  - ö åíò ð àë üíà ò î÷ê à íà j -ì ó ï åð ³îä³. 

Î ò ð èì àí³ ð îçï îä³ë è â³äíîñíèõ  ê îíò àê ò íèõ  íàï ð óæ åíü çîáð àæ åíî íà ð èñ. 1 
ø ò ð èõ -ï óíê ò èð íèì è ë ³í³ÿì è. Î äåð æ àí³ íàï ð óæ åííÿ ï ³ä ô ð àãì åíò àì è 
ø ò àì ï à ï ð àê ò è÷íî çá³ãàþ ò üñÿ ³ç ð åçóë üò àò àì è ð îçð àõ óíê ³â ï ³ä ñóö ³ë üíèì  
ø ò àì ï îì . Î ò æ å,  â ò àê èõ  çàäà÷àõ  ç äîñò àò íüîþ  äë ÿ ï ð àê ò èê è ò î÷í³ñò þ  
çíàõ îäæ åííÿ ð îçï îä³ë ó íàï ð óæ åíü ï ³ä ñóö ³ë üíèì  ï åð ³îäè÷íèì  ø ò àì ï îì  
ì îæ íà çâåñò è äî â³äø óê àííÿ ð îçï îä³ë ³â ï ³ä ñèñò åì îþ  ³çîë üîâàíèõ  ø ò àì ï ³â 
çà â³äï îâ³äíî âèáð àíîãî íàâàíò àæ åííÿ,  ù î íà íüîãî ä³º . 

 

Ðèñ. 1. Ðîçïîä³ëè íàïðóæåíü ï³ä øòàìïîì, ôîðìó ÿêîãî çàäàº ôóíêö³ÿ (9). 

Êîíòàêòí³ íàïðóæåííÿ ï³ä ïëîñêèì øòàìïîì ³ç çàêðóãëåíèìè êðàÿ-

ìè íà õ â èëÿñò³é  ïîâ åðõ í³.  Ô îð ì ó ö üîãî ø ò àì ï à çàäàì î ð ³âíÿííÿì  

 ( ) ( ) = − −  1 1
m

m

ø ò

xf x R
R

 ïðè ≤ 1x
R

, ( 11)  

äå R  – ðàä³óñ  êðèâèç í è. 

Ø îðñ ò ê³ñ ò ü ïîâåðõ í ³ ò ³ë à ÷àñ ò î í àá ë èæ åí î îïèñ óþ ò ü õ âèë ÿ ñ ò ³ñ ò þ  ç à äîïî-
ìîã îþ  êîñ èí óñ î¿ äè [ 1, 2] , ò îìó ìåæ ó ò ³ë à ç àäàìî ô óí êö ³º þ  

 ( ) ( )ε = cosg x A kx . 

Ð îç ðàõ óí êè âèêîí àí ³ ïðè = 8m , −
= ⋅

5
4 1 0A , = 60k  ò à = − = π3 20b a R . 

Ôîðìó ø ò àìïà ò à ìåæ ³ ò ³ë à ³ë þ ñ ò ðóº  ðèñ . 2. 

  

Ðèñ. 2. Øòàìï, ôîðìó ÿêîãî çàäàº ôóíêö³ÿ (11) íà ð³çíèõ ïîâåðõíÿõ. 

ρ = 0 . 7 2 5

ρ = 0 . 1

)a

)á

)â
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Í à ðèñ . 3  ç à ð³ç í èõ  ç í à÷åí ü êîåô ³ö ³º í ò à ò åðò ÿ  ò à ã îë îâí îã î âåêò îðà 

ñ èë è êðèâèì 1–4 â³äïîâ³äàþ ò ü ðîç ïîä³ë è â³äí îñ í èõ  í àïðóæ åí ü í à ø îðñ ò ê³é  

ïîâåðõ í ³, à êðèâèìè 1'–4' − í à ã ë àäê³é  ïîâåðõ í ³. Í åïàðí ³ êðèâ³ − â³äí îñ í ³ 
ç í à÷åí í ÿ  ã îë îâí îã î âåêò îðà ñ èë è =

1
0.0004Q , à ïàðí ³ − =

2
0.0008Q . 

 

Ðèñ. 3 . Ðîçïîä³ë è íàïðóæ åíü  ï³ä ø òàìïîì, ôîðìó ÿêîãî çàäàº ôóíêö³ÿ (11) 

Ð îç ðàõ îâàí ³ ç í à÷åí í ÿ  óñ åðåäí åí èõ  ç óñ èë ü äë ÿ  õ âèë ÿ ñ ò î¿  ïîâåðõ í ³ ï³ä 
êîæ í èì ô ðàã ìåí ò îì ø ò àìïà ïðàêò è÷í î ç á ³ã àþ ò üñ ÿ  ³ç  í àïðóæ åí í ÿ ìè ó 
â³äïîâ³äí ³é  ò î÷ö ³, ÿ ê³ ç í àõ îäÿ ò ü ðîç ã ë ÿ äàþ ÷è ã ë àäêèé  ø ò àìï. 

Ìîäåëþâàííÿ êîíòàêòíî¿  âç àº ì îä³ ¿  ó  ð àä³ àëü íîì ó  ð îëè êîâîì ó  ï ³ ä-

ø è ï íè êó .  Ð îç ã ë ÿ í åìî ç àäà÷ó ïðî í àá ë èæ åí å âèç í à÷åí í ÿ  êîí ò àêò í èõ  í à-
ïðóæ åí ü í à âí óò ð³ø í ³é  ïîâåðõ í ³ ç îâí ³ø í üîã î ê³ë üö ÿ  ó ðàä³àë üí îìó ðîë è-
êîâîìó ï³äø èïí èêó ( ðèñ . 4) . Ó ìîâè êîí ò àêò ó ò óò  ïîá óäóº ìî ³ç  â³äîìèõ  
ñ ï³ââ³äí îø åí ü [ 4] . Ð îç ïîä³ë è â³äí îñ í èõ  êîí ò àêò í èõ  í àïðóæ åí ü ç à ð³ç í èõ  

ç í à÷åí ü êîåô ³ö ³º í ò à ò åðò ÿ  ò à ïðè = 0.01Q  í àâåäåí î í à ðèñ . 4á ò à â. Ò óò  

êðèâ³ 1–2 îïèñ óþ ò ü ðîç ïîä³ë è í àïðóæ åí ü ï³ä ðîë èêîâèìè ø ò àìïàìè, à 

êðèâ³ 1'–2' − ï³ä ã ë àäêèì ( âåë èêèì)  êðóã îâèì ø ò àìïîì, ðîç ì³ðè ÿ êîã î ç á ³ã à-
þ ò üñ ÿ  ç  ðîç ì³ðàìè îò âîðó. Ê ðèâ³ 1''–2'' – óñ åðåäí åí ³ ç óñ èë ë ÿ  ï³ä êîæ í èì 
ðîë èêîì îêðåìî. Â èäí î, ù î ö ³ ç í à÷åí í ÿ  ìàé æ å ç á ³ã àþ ò üñ ÿ  ç  í àïðóæ åí í ÿ ìè 
ó â³äïîâ³äí èõ  ò î÷êàõ  ï³ä âåë èêèì êðóã îâèì ø ò àìïîì. 

 

Ðèñ. 4 . Ðîçïîä³ë è íàïðóæ åíü  íà âíóòð³ø í³é  ïîâåðõí³ çîâí³ø íü îãî ê³ë ü öÿ  
ó ðàä³àë ü íîìó ðîë èêîâîìó ï³äø èïíèêó. 

Î ò æ å, ò àêó ç àäà÷ó ìîæ í à ç âåñ ò è äî â³äø óêàí í ÿ  í àïðóæ åí ü ï³ä 
ñ èñ ò åìîþ  îäí àêîâèõ  ðîë èêîâèõ  ø ò àìï³â. 

Â è ñ íîâêè .  Ð îç ðîá ë åí èé  àë ã îðèò ì âèç í à÷åí í ÿ  êîí ò àêò í èõ  í àïðóæ åí ü 
ï³ä ø ò àìïàìè ñ êë àäí î¿  ô îðìè äàº  ìîæ ë èâ³ñ ò ü ç í àõ îäèò è ðîç ïîä³ë è ç  
äîâ³ë üí îþ  ³ í àïåðåä í åâèç í à÷åí îþ  ê³ë üê³ñ ò þ  ä³ë ÿ í îê ¿ õ í üî¿  âç àº ìîä³¿ . ß êù î 
â³äîìà ê³ë üê³ñ ò ü ä³ë ÿ í îê êîí ò àêò ó, ò î ðîç â’ ÿ ç óâàí í ÿ  ò àêèõ  ç àäà÷ àí àë ³ò è÷-
í èìè ìåò îäàìè äîñ ò àò í üî ñ êë àäí å ò à ïðîá ë åìàò è÷í å, îñ ê³ë üêè äë ÿ  ç í àõ î-
äæ åí í ÿ  ìåæ  îá ë àñ ò åé  êîí ò àêò ó ïîò ð³á í î ðîç â’ ÿ ç óâàò è äîñ èò ü ã ðîì³ç äêó 
( ÿ êó í å ç àâæ äè ìîæ í à ïîá óäóâàò è)  ñ èñ ò åìó ò ðàí ñ ö åí äåí ò í èõ  ð³âí ÿ í ü. Ç à-
ïðîïîí îâàí î ìîäèô ³êîâàí èé  ï³äõ ³ä äî ðîç â’ ÿ ç óâàí í ÿ  êîí ò àêò í èõ  ç àäà÷, ç à 
ÿ êèì ìîæ í à ³ñ ò îò í î ç ìåí ø èò è îá ñ ÿ ã  îá ÷èñ ë åí ü, êîë è äèñ êðåò í ³ ä³ë ÿ í êè 

,α °

,α °)à

)á

)â

)à

)á
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êîí ò àêò ó ìàþ ò ü ìàë ³ ðîç ì³ðè ïîð³âí ÿ í î ç  ðîç ì³ðàìè ø ò àìïó. Å ô åêò èâí ³ñ ò ü 
ìåò îäó ïðî³ë þ ñ ò ðîâàí î ï³ä ÷àñ  ðîç ã ë ÿ äó êîí ò àêò í î¿  âç àº ìîä³¿  ã ë àäêî¿  ï³â-
ïë îù èí è ç ³ ø ò àìïîì ïåð³îäè÷í î¿  ô îðìè ò à í àï³âí åñ ê³í ÷åí í îã î ò ³ë à, îá ìå-
æ åí îã î õ âèë ÿ ñ ò èì êîí ò óðîì, ç  ìàé æ å ïë îñ êèì ø ò àìïîì ³ç  ç àêðóã ë åí èìè 
êðàÿ ìè. Ä îñ ë ³äæ åí î êîí ò àêò í ³ í àïðóæ åí í ÿ  ó ï³äø èïí èêó, ù î ñ êë àäàº ò üñ ÿ  ç  
17  ðîë èê³â. 
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ПЛОСКИЕ КОНТАКТНЫЕ ЗАД АЧ И ТЕОР ИИ У ПР У Г ОСТИ Д ЛЯ  ТЕЛ СЛОЖ НОЙ  Ф ОР М Ы ПР И 
НЕЗАД АННЫХ  У Ч АСТКАХ  ИХ  В ЗАИМ ОД ЕЙ СТВ ИЯ  
 
Ñ ô îðì ó ëèðîâàí à îá ù àÿ ï îñòàí îâê à ï ëîñê îé ê îí òàê òí îé ç àä à÷è òåîðèè ó ï ðó ãîñ-
òè ä ëÿ òåë ñëîæ í îé ô îðì û , ÷òî âç àèì îä åéñòâó þ ò ñ ñèñòåì îé æ åñòê èõ  ø òàì -
ï îâ.  Ï îñòðîåí û  ó ñëîâèÿ ê îí òàê òà è ì åòîä èê à èõ  ðåø åí èÿ ä ëÿ ñëó ÷àÿ, ê îãä à 
ñó ì ì àðí û å ðàç ì åðû  ê îí òàê òèðó þ ù èõ  îá ëàñòåé ç í à÷èòåëü í î ì åí ü ø å, í åæ åëè 
îá ëàñòè, ãä å ê îí òàê ò îòñó òñòâó åò.  È ññëåä îâàí î ê îí òàê òí îå âç àèì îä åéñòâèå 
ï åðèîä è÷åñê èõ  ø òàì ï îâ ñ ï îëó ï ëîñê îñòü þ  è ê îí òó ðîì  îòâåðñòèÿ ê ðó ãîâîé ô îð-
ì û .  Í à îñí îâå ý òèõ  ðàñ÷åòîâ îá í àðó æ åí à ñâÿç ü  ì åæ ä ó  ðàñï ðåä åëåí èÿì è í àï ðÿ-
æ åí èé ï îä  ø òàì ï àì è ï åðèîä è÷åñê îé è ñîîòâåòñòâó þ ù åé ãëàä ê îé ô îðì .  Ï ðèá ëè-
æ åí í î ñì îä åëèðîâàí î ê îí òàê òí îå âç àèì îä åéñòâèå ñèñòåì û  ðîëèê îâû õ  ø òàì ï îâ 
ñ âí ó òðåí í åé ï îâåðõ í îñòü þ  âí åø í åãî ê îëü ö à â ðàä èàëü í îì  ðîëèê îâîì  ï îä ø èï í èê å 
ï ðè âåðòèê àëü í îé í àãðó ç ê å ñ ó ÷åòîì  ñèë òðåí èÿ.  

 

 

F L A T  C O N T A C T  T A S K S  O F  T H E O R Y  O F  S T R A I N  F O R  T H E  B O D I E S  O F  D I F F I C U L T  F O R M  A T  
T H E  U N S E T  A R E A S  O F  T H E I R  C O -O P E R A T I O N  
 
T h e  g e ne ra l  st a t e m e nt  is f o rm u l a t e d  f o r t h e  f l a t  c o nt a c t  t a sk  o f  t h e o ry  o f  st ra in f o r t h e  
b o d ie s o f  d if f ic u l t  f o rm , w h ic h  c o -o p e ra t e  w it h  t h e  sy st e m  o f  h a rd  st a m p s.  T h e  t e rm s 
o f  c o nt a c t  a nd  m e t h o d  o f  t h e ir so l v ing  a re  b u il t  f o r a  c a se , w h e n t o t a l  siz e s o f  a re a s, 
w h ic h  a re  in a  c o nt a c t , a re  c o nsid e ra b l y  l e ss b y  c o m p a riso n t o  t h e  a re a s, w h e re  t h e  
c o nt a c t  is a b se nt .  T h e  c o nt a c t  c o -o p e ra t io n o f  t h e  p e rio d ic  st a m p s w it h  h a l f -a re a  a nd  
t h e  c o nt o u r o f  o p e ning  o f  c irc u l a r f o rm  a re  inv e st ig a t e d .  O n t h e  b a sis o f  t h e se  
c a l c u l a t io ns is f o u nd  o u t  t h e  c o nne c t io n b e t w e e n t h e  d ist rib u t io n o f  t e nsio ns u nd e r t h e  
st a m p s o f  p e rio d ic  a nd  p ro p e r sm o o t h  f o rm s.  T h e  c l o se  d e sig n o f  t h e  c o nt a c t  c o -
o p e ra t io n o f  t h e  sy st e m  o f  ro l l e r st a m p s is c o nd u c t e d  w it h  t h e  int e rna l  su rf a c e  o f  t h e  
e x t e rna l  ring  in t h e  ra d ia l  ro l l e r b e a ring  a t  t h e  v e rt ic a l  l o a d ing  t a k ing  int o  a c c o u nt  o f  
f o rc e s o f  f ric t io n.  
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