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ОСЕСИМЕТРИЧНІ НАПРУЖЕННЯ  В  СК ІНЧЕННОМУ ПРУЖНОМУ Ц ИЛ ІНД РІ 
ПІД  Д ІЄ Ю  НОРМАЛ Ь НОГ О ТИСК У,  РІВ НОМІРНО РОЗ ПОД ІЛ ЕНОГ О  
ПО ЧАСТИНІ Б ІЧНОЇ  ПОВ ЕРХ НІ  
 

Ç âèêîðèñòàííÿì ìåòîäó ñóïåðïîçèö³¿ ïîáóäîâàíî ðîçâ’ÿçîê îñåñèìåòðè÷íî¿ 
çàäà÷³ òåîð³¿ ïðóæ íîñò³ äë ÿ ñóö³ë ü íîã î ñê³í÷åííîã î öèë ³íäðà,  ÿêèé  ñòèñêà-
º òü ñÿ ðàä³àë ü íèìè çóñèë ë ÿìè,  ð³âíîì³ðíî ðîçïîä³ë åíèìè ïî ñìóç³,  ù î îõ îï-
ë þ º  á³÷íó ïîâåðõ íþ .  Ä ë ÿ âèçíà÷åííÿ êîåô ³ö³º íò³â ðîçâèíåíü  êîìïîíåíò³â 
òåíçîðà íàïðóæ åíü  ó ðÿäè Ô óð’º  òà Á åññåë ÿ–Ä ³í³ âñòàíîâë åíî ðåã óë ÿðíó íå-
ñê³í÷åííó ñèñòåìó ë ³í³é íèõ  àë ã åáðè÷íèõ  ð³âíÿíü ,  ÿêó ðîçâ’ÿçàíî ìåòîäîì 
óäîñêîíàë åíî¿ ðåäóêö³¿.  Ð îçã ë ÿíóòî ïðèêë àäè ðîçðàõ óíêó íàïðóæ åíîã î ñòàíó 
öèë ³íäðà çà âêàçàíèõ  óìîâ,  à òàêîæ  ïîð³âíÿíî ðåçóë ü òàòè ç â³äîìèìè,  çî-
êðåìà,  äë ÿ íåñê³í÷åííî äîâã îã î öèë ³íäðà.   

 

 Âñòóï. Ï î á óäî â à àíàë³ò è÷ íèõ  ðî ç â ’ ÿ ç ê ³â  ç àäà÷  ò å î ð³¿  ï ðóæ íî ñò ³ äëÿ  
ò ³ë, íàâ àíò àæ å íèõ  ê óñê î â î -ñò àëèì è ç óñèëëÿ ì è, ç óñò ð³÷ àº ï å â í³ óñê ëàäíå í-
íÿ  íàñàì ï å ðå ä î á ÷ èñëþâ àëü íî ã î  õ àðàê ò å ðó.  Â î íè ï î â ’ ÿ ç àí³ ç  äî â î ë³ ï î â ³ëü -
íî þ ç á ³æ í³ñò þ ðî ç â èíå íü  â ê àç àíèõ  ç óñèëü  ó ðÿ äè (àá î  íàäò î  ï î â ³ëü íèì  ç ã à-
ñàííÿ ì  ï ³ä³íò å ã ðàëü íî ã î  â èðàç ó ³íò å ã ðàëü íî ã î  ï î äàííÿ ), ù î  ç íà÷ íî  ï î ã ³ðøóº 
å ô å ê ò èâ í³ñò ü  î ò ðèì àíèõ  ðî ç â ’ ÿ ç ê ³â , äëÿ  ç íàõ î äæ å ííÿ  ÿ ê èõ  ï î ò ð³á íî  â ðàõ î -
â óâ àò è â å ëèê ó ê ³ëü ê ³ñò ü  ñê ëàäî â èõ  àá î  ç íà÷ íî  ðî ç øèðþâ àò è ï ðî ì ³æ î ê  ³íò å -
ã ðóâ àííÿ .  Ö å  ï ðèç â î äèò ü  äî  ñóò ò ºâ èõ  ç àò ðàò  ê î ì ï ’ þò å ðíî ã î  ÷ àñó íàâ ³ò ü  ç à 
ñó÷ àñíî ã î  ðî ç â èò ê ó î á ÷ èñëþâ àëü íî ¿  ò å õ í³ê è.  Î äíèì  ç  ï ðèê ëàä³â  ò àê î ã î  ê ëà-
ñó ç àäà÷  º î ñå ñèì å ò ðè÷ íà ç àäà÷ à ò å î ð³¿  ï ðóæ íî ñò ³ äëÿ  ñóö ³ëü íî ã î  ö èë³íäðà, 
ù î  ñò èñê àºò ü ñÿ  ðàä³àëü íèì è ç óñèëëÿ ì è, ð³â íî ì ³ðíî  ðî ç ï î ä³ëå íèì è ï î  ï å â -
í³é  ä³ëÿ íö ³ á ³÷ íî ¿  ï î â å ðõ í³.  Í àá ëèæ å íèé  ðî ç â ’ ÿ ç î ê  ö ³º¿  ç àäà÷ ³ ç  â èê î ðèñò àí-
íÿ ì  ò å î ðå ì è ï ðî  ì ³í³ì óì  ðî á î ò è äå ô î ðì àö ³¿  ï î äàíî  ó ï ðàö ³ [ 10 ] äëÿ  
á å ç ì å æ íî  äî â ã î ã î  ö èë³íäðà, ù î  î á ò èñê óºò ü ñÿ  ê àíàò î ì  àá î  ï àñî ì  ï å â íî ã î  íà-
ò ÿ ã ó.  Ò àì  æ å  ç  â èê î ðèñò àííÿ ì  ³íò å ã ðàëà Ô óð’ º ö þ ç àäà÷ ó ðî ç â ’ ÿ ç àíî  äëÿ  
ðàä³àëü íèõ  ç óñèëü , ðî ç ï î ä³ëå íèõ  ï î  ñê ³í÷ å íí³é  ä³ëÿ íö ³ á ³÷ íî ¿  ï î â å ðõ í³.  
Î äíàê  ï î á óäî â àíèé  ðî ç â ’ ÿ ç î ê  ì ³ñò èò ü  ñèíã óëÿ ðí³ñò ü  ó ç î í³ ï ðèê ëàäàííÿ  
ç óñèëü  ³ ò î ì ó é î ã î  ç àñò î ñóâ àííÿ  äî â î ë³ î á ì å æ å íå .  À íàëî ã ³÷ íèé  ðî ç â ’ ÿ ç î ê  
íàâ å äå íî  ó ï ðàö ³ [ 13 ].  Ç  â èê î ðèñò àííÿ ì  ï î äàííÿ  Ï àï ê î â è÷ à–Í å é á å ðà ç íàé -
äå íî  [ 12 ] ðî ç â ’ ÿ ç ê è ç àäà÷ ³ äëÿ  á å ç ì å æ íî ã î  ö èë³íäðà, íàâ àíò àæ å íî ã î  ð³â íî -
ì ³ðíî  ðî ç ï î ä³ëå íèì è ï î  íàï ³â á å ç ì å æ í³é  ä³ëÿ íö ³ á ³÷ íî ¿  ï î â å ðõ í³ íî ðì àëü -
íèì è ç óñèëëÿ ì è ñò èñê ó àá î  ðî ç ò ÿ ã ó.  Ç àäà÷ ó æ  ï ðî  ö èë³íäð, ù î  ñò èñê àºò ü ñÿ  
íî ðì àëü íèì è ç óñèëëÿ ì è, ï ðèê ëàäå íèì è äî  ñê ³í÷ å ííî ¿  ä³ëÿ íê è ï î â å ðõ í³, 
ðî ç â ’ ÿ ç àíî  øëÿ õ î ì  ñóï å ðï î ç èö ³¿  ò àê èõ  ðî ç â ’ ÿ ç ê ³â .  Î ñå ñèì å ò ðè÷ í³ ç àäà÷ ³ 
ò å î ð³¿  ï ðóæ íî ñò ³ äëÿ  ã ³äðî ñò àò è÷ íî ã î  ò èñê ó, ç àäàíî ã î  íà ï ³â á å ç ì å æ í³é  
ä³ëÿ íö ³ á ³÷ íî ¿  ï î â å ðõ í³, ðî ç ã ëÿ äàëè ò àê î æ  àâ ò î ðè [ 4 , 11].  À íàë³ò è÷ íèé  ðî ç -
â ’ ÿ ç î ê  ç àäà÷ ³ ï ðî  íàâ àíò àæ å ííÿ  ö èë³íäðà ñò àëèì è íî ðì àëü íèì è ç óñèëëÿ ì è 
ï î  á ³÷ í³é  ï î â å ðõ í³ ï î äàíî  ó ï ðàö ³ [ 15 ] ðàç î ì  ³ç  äå ÿ ê èì è å ê ñï å ðèì å íò àëü -
íèì è äàíèì è ï ðî  íàï ðóæ å ííÿ  ó ö èë³íäð³ â íàñë³äî ê  ï î ñàäê è î á ò èñê óâ àííÿ ì .  
Ì å ò î ä ³íò å ã ðàëü íî ã î  ï å ðå ò â î ðå ííÿ  Ô óð’ º ç àñò î ñî â óâ àëè ó äî ñë³äæ å ííÿ õ  [ 6 , 
16 ].  Í àá ëèæ å íèé  ðî ç â ’ ÿ ç î ê  ï ðî  î á ò èñê àííÿ  ö èë³íäðà ñò àëèì è íî ðì àëü íèì è 
ç óñèëëÿ ì è á ³ëÿ  ò î ðö ÿ  ï î á óäî â àíî  [ 17] ç  â èê î ðèñò àííÿ ì  ³íò å ã ðàëà Ô óð’ º.  Í à 
ï ðî ò èâ àã ó äî ñèò ü  äî á ðå  â èâ ÷ å í³é  ç àäà÷ ³ äëÿ  á å ç ì å æ íî  äî â ã î ã î  ö èë³íäðà, 
ï ðàê ò è÷ íî  â ³äñóò í³ ò î ÷ í³ àíàë³ò è÷ í³ ðî ç â ’ ÿ ç ê è ò àê î ã î  ê ëàñó ç àäà÷  äëÿ  ö è-
ë³íäðà ñê ³í÷ å ííî ¿  äî â æ èíè ï ³ä ä³ºþ ð³â íî ì ³ðíî  ðî ç ï î ä³ëå íî ã î  íî ðì àëü íî ã î  
ò èñê ó íà ï å â í³é  ä³ëÿ íö ³ á ³÷ íî ¿  ï î â å ðõ í³.  
 Ä ëÿ  ï î á óäî â è àíàë³ò è÷ íèõ  ðî ç â ’ ÿ ç ê ³â  ç àäà÷  ò å î ð³¿  ï ðóæ íî ñò ³ äëÿ  î á ì å -
æ å íèõ  ò ³ë å ô å ê ò èâ íî  â èê î ðèñò î â óþò ü  ì å ò î ä ñóï å ðï î ç èö ³¿  [ 3 ], ÿ ê èé  äëÿ  
î ñå ñèì å ò ðè÷ íî ¿  ç àäà÷ ³ ó ñê ³í÷ å ííî ì ó ö èë³íäð³ ï î ëÿ ã àº ó â èê î ðèñò àíí³ ñóì è 
ðÿ ä³â  Ô óð’ º ò à Á å ññå ëÿ –Ä ³í³.  Ç àäî â î ëå ííÿ  ò àê  ï î á óäî â àíèì è ê î ì ï î íå íò àì è 
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ò å íç î ðà íàï ðóæ å íü  â ³äï î â ³äíèõ  ê ðàé î â èõ  óì î â  ï ðèç â î äèò ü  äî  íå î á õ ³äíî ñò ³ 
ðî ç â ’ ÿ ç óâ àò è íå ñê ³í÷ å ííó ñèñò å ì ó ë³í³é íèõ  àëã å á ðè÷ íèõ  ð³â íÿ íü , ÿ ê à â è-
ðàæ àº ç àëå æ í³ñò ü  ì ³æ  ê î å ô ³ö ³ºíò àì è â ê àç àíèõ  ðÿ ä³â  ò à ï ðèê ëàäå íèì è äî  
ï î â å ðõ í³ ö èë³íäðà ç î â í³øí³ì è ç óñèëëÿ ì è.  Å ô å ê ò èâ í³ñò ü  àíàë³ç ó ò àê î ¿  ñèñ-
ò å ì è ç àëå æ èò ü  â ³ä ÿ ê î ñò ³ àñèì ï ò î ò è÷ íî ã î  ç ã àñàííÿ  ê î å ô ³ö ³ºíò ³â  ðî ç â èíå íü  
ç î â í³øí³õ  ç óñèëü  ó â ³äï î â ³äí³ ðÿ äè.  ß ê  ç àç íà÷ àëî ñÿ  â èù å , ó ðàç ³ ê óñê î â î -
ñò àëèõ  íàâ àíò àæ å íü  ê î å ô ³ö ³ºíò è ò àê èõ  ðî ç â èíå íü  ç ã àñàþò ü  äî â î ë³ ï î â ³ëü íî , 
ù î  ç íà÷ íî  óñê ëàäíþº ðî ç â ’ ÿ ç óâ àííÿ  ÿ ê  â ê àç àíî ¿  íå ñê ³í÷ å ííî ¿  ñèñò å ì è, ò àê  ³ 
ç àäà÷ ³ ï ðóæ íî ñò ³ ç àã àëî ì .  Í èæ ÷ å  ðî ç ðî á ëå íî  ñï î ñ³á  ï î ë³ï øå ííÿ  àñèì ï ò î -
ò è÷ íî ã î  ç ã àñàííÿ  ÷ ëå í³â , ÿ ê ³ â ê ëþ÷ àþò ü  ê î å ô ³ö ³ºíò è ðî ç â èíå íü  ê ðàé î â èõ  
óì î â , ù î  ç íà÷ íî  ï ³äâ èù óº å ô å ê ò èâ í³ñò ü  ì å ò î äó ñóï å ðï î ç èö ³¿  äëÿ  ðî ç â ’ ÿ ç ó-
â àííÿ  ò àê î ã î  ê ëàñó ç àäà÷ .   

Ô î ð ì óë þ â à í í ÿ  ç à ä à ÷ ³ . Ð î ç ã ëÿ íå ì î  ç àäà÷ ó ï ðî  â èç íà÷ å ííÿ  î ñå ñèì å -
ò ðè÷ íî ã î  íàï ðóæ å íî ã î  ñò àíó ñóö ³ëü íî ã î  ³ç î ò ðî ï íî ã î  ö èë³íäðà ñê ³í÷ å ííî ¿  

äî â æ èíè ≤ ≤, | |r a z h , äå  r ò à z – á å ç ðî ç ì ³ðí³ ðàä³àëü íà ò à î ñü î â à ê î î ðäè-

íàò è, à ò à 2 h – â ³äï î â ³äíî  ðàä³óñ ³ äî â æ èíà ò â ³ðíî ¿  ö èë³íäðà.  Ç à â ³äñóò íî ñò ³ 
ì àñî â èõ  ñèë ö þ ç àäà÷ ó î ï èñóþò ü  ð³â íÿ ííÿ  ð³â íî â àã è [ 5 ] 

 ( ) ( )θ
∂τ ∂σ∂ ∂σ + = σ τ + =∂ ∂ ∂ ∂, 0rz z

r rz
r r r r

r z r z

 (1) 

ò à ñóö ³ëü íî ñò ³ â  íàï ðóæ å ííÿ õ  [ 1] 
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( ) ( )

θ θ

θ θ

∂+ ν σ − σ = σ − ν σ + σ∂
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r r z
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r
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r
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äå  θσ σ σ τ, , ,
r z rz

– ê î ì ï î íå íò è ò å íç î ðà íàï ðóæ å íü ; ν – ê î å ô ³ö ³ºíò  Ï óàññî íà.  

 Â â àæ àºì î  ò î ðö ³ ö èë³íäðà = ±z h  â ³ëü íèì è â ³ä ñèëî â èõ  íàâ àíò àæ å íü  

 σ ± = τ ± =( , ) 0, ( , ) 0,
z rz
r h r h  (3 ) 

à á ³÷ íó ï î â å ðõ íþ =r a  íàâ àíò àæ å íî þ ëèøå  íî ðì àëü íèì è ç óñèëëÿ ì è 

 σ = τ =( , ) ( ), ( , ) 0,
r rz
a z f z a z  (4 ) 

ð³â íî ì ³ðíî  ðî ç ï î ä³ëå íèì è ï î  ¿ ¿  ÷ àñò èí³ ≤
0

| |z h : 

 
− ≤=  < ≤

0

0

, | | ,
( )

0 , | | .

p z h
f z

h z h
 (5 ) 

Ò óò  p  – ñò àëà â å ëè÷ èíà â  ðî ç ì ³ðíî ñò ³ íàï ðóæ å íü , <
0

h h .   

 Ñ ò àâ èì î  ç à ì å ò ó ï î á óäî â ó àíàë³ò è÷ íèõ  â èðàç ³â  äëÿ  íàï ðóæ å íü , ù î  ç à-
äî â î ëü íÿ þò ü  ð³â íÿ ííÿ  (1), (2 ) ò à ê ðàé î â ³ óì î â è (3 ), (4 ).   

Ïîáóäîâà ðîçâ’ÿçêó. Ç àäëÿ  ðî ç â ’ ÿ ç àííÿ  ç àäà÷ ³ ðî ç â èíå ì î  ô óíê ö ³þ (5 ) 
ó ðÿ ä Ô óð’ º: 

 
∞

=

= + −∑0

1

( ) ( 1) cos ,
n

n n

n

f z f f k z  (6 ) 

äå  = −
0

0

h
f p

h
; 

+
−

=

1

0

( 1)
2 s i n

n

n n

n

f p k h
k h

; 
π

=
n

n
k

h
, à ì íî æ íèê  −( 1)

n

 â æ èò î  äëÿ  

ñï ðî ù å ííÿ  ï î äàëü øèõ  â èê ëàäî ê .  Â íàñë³äî ê  ï àðíî ñò ³ ö ³º¿  ô óíê ö ³¿  ç à î ñü î â î ¿  
ê î î ðäèíàò î þ ï î ñò àâ ëå íà ç àäà÷ à º ñèì å ò ðè÷ íà â ³äíî ñíî  ö å íò ðàëü íî ã î  ï î ï å -

ðå ÷ íî ã î  ï å ðå ð³ç ó ö èë³íäðà = 0z .  Â ðàõ î â óþ÷ è ö å é  ô àê ò , â èðàç è äëÿ  íàï ðó-

æ å íü , ç íàé äå í³ ç à ì å ò î äî ì  ñóï å ðï î ç èö ³¿  [ 3 , 7], ÿ ê ³ äàþò ü  ç ì î ã ó ò î ò î æ íî  ç à-
äî â î ëü íèò è ð³â íÿ ííÿ  (1), (2 ) ò à î äíî ð³äí³ ê ðàé î â ³ óì î â è (3 ), (4 ) äëÿ  äî ò è÷ íèõ  
íàï ðóæ å íü , ç àï èøå ì î  ó â èã ëÿ ä³ 



14 6  Ю.  В.  Т о к о в и й  

   
∞

=

λ λ λ  σ = ν + ν − + λ − − −  λ λ λ λ  ∑ 0

0 0

01

ch sh ( )1
6 2 (2 1) ct h

sh sh ( )

j j j

r j j
j j j jj

z z J r
B D h Y h h z

h h J a
 

 
∞

=

λ λ λ  ν −− λ + − +  λ λ λ λ λ  ∑ 1

01

ch sh ( )2 1
ct h

sh sh ( )

j j j

j j
j j j j jj

z z J r
h Y h h z

h h rJ a
 

 
∞

=

−  + + − +  ∑ 0 0 1

1 1 11

( ) ( )( 1) ( )
1

( ) ( ) ( )

n

n nn n

n n

n n n nn

I k a I k rX I k r
a k a k r

k I k a I k a I k a
 

                      
 + ν − −    

0 1

1 1

( ) ( )
2 2 c o s ,

( ) ( )
n n

n n

n n n

I k a I k r
k a k z

I k a k r I k a
 

   
∞

θ
=

λ λνσ = ν + ν − − +λ λ λ∑ 0

0 0

01

ch ( )2
6 2(2 1 )

s h ( )

j j

j
j j jj

z J r
B D h Y

h J a
 

 
∞

=

λ λ λ  ν −+ λ + − +  λ λ λ λ λ  ∑ 1

01

ch sh ( )2 1
ct h

sh sh ( )

j j j

j j
j j j j jj

z z J r
h Y h h z

h h rJ a
 

 
∞

=

  − ν+ − + + ν −    ∑ 0 01

1 1 11

( ) ( )( )1
( 1) 2 (2 1) c o s ,

( ) ( ) ( )

n n nn n

n

n n n n nn

I k a I k rX I k r
a a k z

k k I k a rI k a I k a
 

   

∞

=

λ λ λ  σ = − ν + − ν − λ + − +  λ λ λ λ  ∑ 0

0 0

01

ch sh ( )1
6 (1 ) 4 (2 ) ct h

sh sh ( )

j j j

z j j
j j j jj

z z J r
B D h Y h h z

h h J a
 

 
∞

=

−   + − +    ∑ 0 0 1

1 1 11

( ) ( )( 1 ) ( )
2 c o s ,

( ) ( ) ( )

n

n nn n

n n n

n n n nn

I k a I k rX I k r
a k a k r k z

k I k a I k a I k a
 

   
∞

=

λ λ λ τ = λ − − λ λ λ ∑ 1

01

sh ch ( )
ct h

sh sh ( )

j j j

r z j j
j j jj

z z J r
h Y h h z

h h J a
 

 
∞

=

 − − −  ∑ 0 01

1 1 11

( ) ( )( )
( 1 ) s i n ,

( ) ( ) ( )

n n nn

n n

n n nn

I k a I k rI k r
a X a r k z

I k a I k a I k a
 (7) 

äå  λj – äî äàò í³ ê î ðå í³ ð³â íÿ ííÿ  λ =
1
( ) 0J a , ï ðî íóì å ðî â àí³ â  ï î ðÿ äê ó ç ðî ñò àí-

íÿ ; 
0 1
,J J  ò à 

0 1
,I I  – â ³äï î â ³äíî  ç â è÷ àé í³ ò à ì î äèô ³ê î â àí³ ô óíê ö ³¿  Á å ññå ëÿ  ï å ð-

øî ã î  ðî äó íóëü î â î ã î  ³ ï å ðøî ã î  ï î ðÿ äê ³â ; =
0 0
, , , , { , } 1,2, ...j nB D Y X j n  – íå â ³äî ì ³ 

ê î å ô ³ö ³ºíò è, ÿ ê ³ ñë³ä ç íàé ò è ç  óì î â  (3 ) ò à (4 ) äëÿ  íî ðì àëü íèõ  íàï ðóæ å íü .   
Ï ³äê î ðå ííÿ  â èðàç ³â  (7) äëÿ  ðàä³àëü íèõ  ò à î ñü î â èõ  íàï ðóæ å íü  â ³äï î â ³ä-

íèì  ê ðàé î â èì  óì î â àì  (3 ) ò à (4 ) ç  óðàõ óâ àííÿ ì  (6 ) ï ðèç â î äèò ü  äî  ð³â íî ñò å é   

 ν + ν − = − ν + − ν =
0 0 0 0 0

6 2 ( 2 1 ) , 3 ( 1 ) 2 ( 2 ) 0B D f B D , (8 ) 

ù î  â ³äï î â ³äàþò ü  å ëå ì å íò àðíèì  ÷ àñò èíàì  íàï ðóæ å íü , ò à ç  â èê î ðèñò àííÿ ì  
ô î ðì óë 

( )∞

=

− λ λ= − λ +λ λ λ+ λ∑
2

2 2 2

1

( 1) 1 c h s h
c o s c t h ,

4 s h 4 s h( )

n

n

n

n n

k h z z h z
k z h h

h hk

 

∞

=

λ λ
= − +λ+ λ∑

2
2

0 0 0 01

2 2 2
0 1 1 1 11

( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) 4 ( ) 4 ( ) ( ) 2 ( )( )

j j

jj j

J r I ka I kr I krI krra a a

J a I ka I ka I ka k I kak

 – 

äî íåñ ê ³ í÷ åííî¿  ñ è ñ ò åìè  ë ³ í³ é íè õ  à ë ã åá ð è ÷ íè õ  ð ³ â íÿ íü 
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∞

∞

 − + λ λ ∆ − + λ

∑

∑

2

2 2 2

= 1

2

2 2 2

= 1

4
= , = 1 , 2 , . . . ,

( )

4
= 0 , = 1 , 2 , . . .

( )

n
n n j n

j n j

j

j j n

n n j

k
X P Y f n

k

Y X j
k

 (9) 

äë ÿ  ê îåô ³ ö ³ º íò ³ â  =, , { , } 1,2, ...j nY X j n . Ò óò   

 
λ  ν −− + ∆ +   λ λ 

2 2
2 0

2 2 2

1

cth( ) 1
= 1 2 , = .

( ) s h

jn
n j

jn n j

h hI k a h
P a

I k a k h

  

Ò à ê è ì ÷ è íîì, ð îç â ’ ÿ ç îê  ç à äà ÷ ³  (1)–(4) ó â è ã ë ÿ ä³  (7) ç â åäåíî äî ð îç â ’ ÿ -
ç à ííÿ  ñ è ñ ò åìè  (9). Ó  ð à ç ³  ð åã óë ÿ ð íîñ ò ³  [3] ö ³ º ¿  ñ è ñ ò åìè  äë ÿ  ¿ ¿  ð îç â ’ ÿ ç à ííÿ  
ç à ñ ò îñ îâ óþ ò ü ìåò îä óäîñ ê îíà ë åíî¿  ð åäóê ö ³ ¿  [7], ù î ´ ð óíò óº ò üñ ÿ  íà  â è ê îð è ñ -
ò à íí³  à ñ è ìïò îò è ÷ íî¿  ïîâ åä³ íê è  ø óê à íè õ  íåâ ³ äîìè õ  

 
→∞ →∞

= = = ≠lim lim const 0n j
n j

X Y G . (10) 

Íà  îñ íîâ ³  â è ð à ç ó äë ÿ  
n
f  ó ð îç â è íåíí³  (6) íåñ ê ë à äíî â ñ ò à íîâ è ò è  îö ³ íê ó 

 −= → ∞1
( ) , ,nf O n n  (11) 

ó ð åç óë üò à ò ³  ÷ îã î ñ è ñ ò åìà  (9) â è ÿ â ë ÿ º ò üñ ÿ  íåð åã óë ÿ ð íîþ  ÷ åð åç  ïîâ ³ ë üíå 
ç ã à ñ à ííÿ  ïð à â è õ  ÷ à ñ ò è í ç ³  ç á ³ ë üø åííÿ ì íîìåð à .  

Ä ë ÿ  ïîäîë à ííÿ  ö ³ º ¿  ïåð åø ê îäè  ñ ê îð è ñ ò à º ìîñ ÿ  ï³ äõ îäîì [14], ç à ñ ò îñ îâ à -
íè ì äë ÿ  ïë îñ ê î¿  ç à äà ÷ ³  ò åîð ³ ¿  ïð óæ íîñ ò ³  ó ïð ÿ ìîê óò í³ é  îá ë à ñ ò ³  ç à  ç à äà íè õ  
íà  ¿ ¿  ïð îò è ë åæ íè õ  ñ ò îð îíà õ  ð îç ð è â íè õ  íà â à íò à æ åíü. Ó â åäåìî ó ð îç ã ë ÿ ä 
íîâ ³  íåâ ³ äîì³   

 ( )= − − = − =
−

2

1

2 2 2

0 1

( )
, , { , } 1 , 2 , . . .

( ) ( )

n n
n n j j

n n

I k a f
x X G y Y G j n

a I k a I k a
. (12) 

Â ð à õ îâ óþ ÷ è  â è ð à ç è  (10) ò à  (11), íåñ ê ë à äíî â è ÿ â è ò è , ù î 

 = → ∞ = → ∞(1), , (1),n jx o n y o j . (13) 

Ó  ð åç óë üò à ò ³  ïåð åõ îäó ó ñ è ñ ò åì³  (9) äî íîâ è õ  íåâ ³ äîìè õ  ç ã ³ äíî ç  (12) ³ ç  
â è ê îð è ñ ò à ííÿ ì ô îð ìóë  

 

∞

=

∞

=

 = − −  + λ  
λ = λ + − λ + λ λ λ

∑
∑

2
2

0

2 2 2 2 2 4

1 1

2 2 2 3 2

1

( )1 1
1 ,

( ) 4 ( )

1 2
c t h

( ) 4 s h

j j

n n

I kaa

k k I ka k

h h
h

hk h

 (14) 

îò ð è ìóº ìî ñ è ñ ò åìó  

 

∞

∞

 + ν− + ψ = + λ λ ∆ − + ϕ = + λ λ

∑

∑

2

2 2 2 2

= 1

2

2 2 2 2

= 1

4 2( 1 )
= , 1 , 2, . . . ,

( )

4 2
= , 1 , 2, . . . ,

( )

n
n n j n

j n j n

j

j j n j

n n j j

k
x P y G n

k k

y x G j
k

 (15) 

äå 

     ( )
∞

=

λ− νψ = ϕ =− − + λ∑
22 2

1 1

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

10 1 0 1

42 ( ) ( )1
; .

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

jn n n n
n j

nn n n n n n j

I k a f I k a f

k a I k a I k a a I k a I k a k
 (16) 

Ä ë ÿ  â ³ äîìè õ  ïð à â è õ  ÷ à ñ ò è í (16) ñ è ñ ò åìè  ð ³ â íÿ íü (15) ñ ïð à â åäë è â à  îö ³ íê à   
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− −ψ = → ∞ ϕ = λ → ∞2 3/2

( ), , ( ), ,n n j jO k n O j  

â íà ñ ë ³ äîê  ÷ îã î ö ÿ  ñ è ñ ò åìà  â è ÿ â ë ÿ º ò üñ ÿ  ð åã óë ÿ ð íîþ  ³  äîïóñ ê à º  ç à ñ ò îñ óâ à ííÿ  
äë ÿ  ¿ ¿  ð îç â ’ ÿ ç à ííÿ  à ë ã îð è ò ìó ïð îñ ò î¿  ð åäóê ö ³ ¿ . Ç ã ³ äíî ç  ö è ì à ë ã îð è ò ìîì ï³ ä 

÷ à ñ  ïð à ê ò è ÷ íè õ  îá ÷ è ñ ë åíü  ó ñ è ñ ò åì³  (15) ç à ë è ø à þ ò ü +N J  ïåð ø è õ  ð ³ â íÿ íü 

äë ÿ  ñ ê ³ í÷ åííè õ  ïîñ ë ³ äîâ íîñ ò åé  ê îåô ³ ö ³ º íò ³ â  ,

n
x  = 1,2, ...,n N  ò à  ,jy  = 1,2, ...,j J , 

ïîê ë à â ø è  ç ã ³ äíî ç  îö ³ íê îþ  (13) ≡ 0,
n

x >n N  ò à  ≡ >0,jy j J . Î äíà ê  äë ÿ  ïîâ -

íîã î â è ç íà ÷ åííÿ  ø óê à íè õ  íåâ ³ äîìè õ  ïîò ð ³ á íî â ñ ò à íîâ è ò è  ù å îäíå äîäà ò ê îâ å 
ð ³ â íÿ ííÿ , ÿ ê å äà ñ ò ü ìîæ ë è â ³ ñ ò ü ç íà é ò è  à ñ è ìïò îò è ÷ íå ç íà ÷ åííÿ  G. Ä ë ÿ  ö üîã î 
ñ ê îð è ñ ò à º ìîñ ü ï³ äõ îäîì [8 , 9]. Ï îä³ ë è â ø è  ð ³ â íÿ ííÿ  ïåð ø î¿  ñ ò ð ³ ÷ ê è  ñ è ñ ò åìè  (15) 

íà  2

n
k , à  äð óã î¿  – íà  λ2j  ³  ïð îñ óìóâ à â ø è  ð åç óë üò à ò è  ó ïåð ø îìó â è ïà äê ó ïî 

óñ ³ õ  n, à  â  äð óã îìó – ïî j,  ç  â è ê îð è ñ ò à ííÿ ì ô îð ìóë  (14) ò à  

∞ ∞ ∞

= = =

−  = = = − λ  ∑ ∑ ∑4 4 2
2

4 4 2

1 1 1

( 1)1 1 1
, , c o s ( )

9 0 19 2 4 3

n

n

n j nn j n

h a h
k z z

k k

 

îò ð è ìà º ìî äâ à  ð ³ â íÿ ííÿ , ñ óìà  ÿ ê è õ  ìà º  â è ã ë ÿ ä  

 
∞ ∞ − + ν+ ν + + + − ψ λ  ∑ ∑

2 24
4 0

04 4

= 1 = 1

1
( 1 ) = ,

9 0 19 2 12

jn

n jn j

y h hx a
G h p h

hk
 (17) 

äå ( )
∞

=

+ νψ =
−∑

2

1

2 2 2 4

1 0 1

( )1

( ) ( )

n n

n n n n

I k a f

a I k a I k a k
. Ð ³ â íÿ ííÿ  (17) º  äîäà ò ê îâ è ì ð ³ â íÿ ííÿ  

äë ÿ  ç íà õ îäæ åííÿ  â åë è ÷ è íè  G. Â è ç íà ÷ è â ø è  ïîñ ë ³ äîâ íîñ ò ³  
1

{ ,x  

2
, ..., , 0,0...}

N
x x , 

1 2
{ , , ..., , 0,0, ...}

J
y y y  ò à  â åë è ÷ è íó G íà  îñ íîâ ³  +N J ïåð ø è õ  

ð ³ â íÿ íü ñ è ñ ò åìè  (15) ò à  ð ³ â íÿ ííÿ  (17), ç íà õ îäè ìî ç  â è ê îð è ñ ò à ííÿ ì ô îð ìóë  
(8 ), (12) íà ïð óæ åííÿ  (7), ù î ò îò îæ íî ç à äîâ îë üíÿ þ ò ü â è õ ³ äí³  ð ³ â íÿ ííÿ  (1), 
(2), îäíîð ³ äí³  ê ð à é îâ ³  óìîâ è  (3), (4) äë ÿ  äîò è ÷ íè õ  íà ïð óæ åíü ò à  ç  ïîò ð ³ á íîþ  
ò î÷ í³ ñ ò þ , ù î ç à á åç ïå÷ óº ò üñ ÿ  ÷ è ñ ë à ìè  N ò à  J, – ê ð à é îâ ³  óìîâ è  (3), (4) äë ÿ  
íîð ìà ë üíè õ  íà ïð óæ åíü. Ò à ê è ì ÷ è íîì, ð îç ð à õ óíê îâ ³  ô îð ìóë è  äë ÿ  íà ïð ó-
æ åíü íà á óâ à þ ò ü â è ã ë ÿ äó [9] 

 ∗ ∗
α α ασ = σ + σ τ = τ + τ α = θ{ } { }, , { , , },G G

r z r z r z
r z   

äå  

 

θ

  + ν νσ = − + − τ =    
    ν + νσ = − + − σ = −        

2
{ } 2 2 2 { }

2 2 2
{ } 2 2 2 { }

1
( ) , 0 ,

2 3 8

1
( 3 ) , ,

8 2 3 4 2

G G

r r z

G G

z

h
G z a r

h a r
G a r z G

  

à  â è ð à ç è  äë ÿ  ∗
ασ α = θ, { , , }r z  ò à  ∗τ

rz
 îò ð è ìóþ ò ü ç  (7) ï³ äñ ò à â ë ÿ ííÿ ì 

( ) { ≤≤ = + = > >−
2

1

2 2 2

0 1

( ) , ,, ,

0 , , 0 , .( ) ( )

n n jn
n j

n n

I k a f y j Jx n N
X Y

n N j Ja I k a I k a
 

×èñëîâèé ïðèêëàä òà îáãîâîðåííÿ. Ð îç ð à õ óº ìî íà ïð óæ åíè é  ñ ò à í ö è -
ë ³ íäð à , â è ê îð è ñ ò îâ óþ ÷ è  ç à ïð îïîíîâ à íó ìåò îäè ê ó. Íà ñ à ìïåð åä ç îñ åð åäè ìî 
óâ à ã ó íà  äîñ ë ³ äæ åíí³  â ïë è â ó ê ³ ë üê îñ ò ³  ð ³ â íÿ íü ò à  íåâ ³ äîìè õ  â  îñ íîâ í³ é  
ñ ê ³ í÷ åíí³ é  ñ è ñ ò åì³ , ù î â ³ äïîâ ³ äà º  íåñ ê ³ í÷ åíí³ é  ñ è ñ ò åì³  (15), íà  ò î÷ í³ ñ ò ü ç à -
äîâ îë åííÿ  íîð ìà ë üíè ìè  íà ïð óæ åííÿ ìè  â ³ äïîâ ³ äíè õ  ê ð à é îâ è õ  óìîâ . Ó  

ò à á ë è ö ³  ïîäà íî ç íà ÷ åííÿ  â åë è ÷ è íè  G, îá ÷ è ñ ë åíî¿  äë ÿ  =
0

0.5h , ê îë è  ä³ à ìåò ð  

ö è ë ³ íäð à  äîð ³ â íþ º  äîâ æ è í³  ò â ³ ð íî¿  = = 1a h , äë ÿ  ìà ò åð ³ à ë ó ν = 1/3 , à  ò à -

ê îæ  ç íà ÷ åííÿ  á åç ð îç ì³ ð íè õ  ð à ä³ à ë üíè õ  íà ïð óæ åíü σ /
r

p  íà  á ³ ÷ í³ é  ïîâ åð õ -

í³  ö è ë ³ íäð à  =r a  äë ÿ  ïåâ íè õ  õ à ð à ê ò åð íè õ  ç íà ÷ åíü z. ß ê  á à ÷ è ìî, ïð è  
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= = 10N J  äîñ ÿ ã à º ò üñ ÿ   â è ñ îê à  ò î÷ -

í³ ñ ò ü ç à äîâ îë åííÿ  ê ð à é îâ è õ  óìîâ , 
â ³ äïîâ ³ äí³  ç íà ÷ åííÿ  ÿ ê è õ  äë ÿ  ð à ä³ -
à ë üíè õ  íà ïð óæ åíü íà â åäåíî ó 
ñ ò ð ³ ÷ ö ³  « Ê Ó » . Ö å ñ â ³ ä÷ è ò ü íà  ê îð è ñ ò ü 
åô åê ò è â íîñ ò ³  ç à ïð îïîíîâ à íî¿  ìåò î-
äè ê è . 

Ð îç ïîä³ ë è  á åç ð îç ì³ ð íè õ  ð à ä³ -
à ë üíè õ  (ð è ñ . 1à), ê îë îâ è õ  (ð è ñ . 1á), îñ üîâ è õ  (ð è ñ . 1â) ò à  äîò è ÷ íè õ  (ð è ñ . 1ã) 
íà ïð óæ åíü ó ö è ë ³ íäð ³  ò à ê î¿  æ  ô îð ìè  ò à  ç à  ò à ê îã î æ  íà â à íò à æ åííÿ  äë ÿ  

≤ ≤0 z h . 

 

 

Ðèñ. 1. 

Â íà ñ ë ³ äîê  ð îç ð è â íîñ ò ³  ê ð à é îâ è õ  óìîâ  äë ÿ  ð à ä³ à ë üíè õ  íà ïð óæ åíü óñ ³  
íîð ìà ë üí³  ê îìïîíåíò è  ò åíç îð à  íà ïð óæ åíü º  ð îç ð è â í³  íà  á ³ ÷ í³ é  ïîâ åð õ í³  
ö è ë ³ íäð à  äë ÿ  ò è õ  ñ à ìè õ  ç íà ÷ åíü îñ üîâ î¿  ê îîð äè íà ò è . Ï ð îò å ç  â ³ ääà ë åííÿ ì 
â ³ ä á ³ ÷ íî¿  ïîâ åð õ í³  â îíè  íåïåð åð â í³ .  
 Ï îð ³ â íÿ íî ð à ä³ à ë üí³  (ð è ñ . 2à) ò à  îñ üîâ ³  (ð è ñ . 2á) íà ïð óæ åííÿ  äë ÿ  ñ ê ³ í-

÷ åííîã î = = 1a h  ò à  íåñ ê ³ í÷ åííîã î ö è ë ³ íäð ³ â  ò îã î æ  ð à ä³ óñ à  ò à  íà â à íò à æ å-

íîã î ò è ìè  æ  ç óñ è ë ë ÿ ìè . Íà ïð óæ åííÿ  äë ÿ  íåñ ê ³ í÷ åííîã î ö è ë ³ íäð à  ð îç ð à õ î-
â à íî ç à  ô îð ìóë à ìè  

( ) ( )
( )

∞ + − ν + − +σ
=
π ν − + −∫

2 2

0 1 1 0 1 0

02 3 2 2

1 0 10

( ) (2(1 ) ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2
s i n c o s d ,

2 ( 1) ( ) ( ) ( )

r

sI s s r I s I sr sr sI s I s I sr
h s sz s

p r s I s s I s I s
 

( )
( )

∞ − −σ
=
π ν − + −∫ 0 1 0 1 1

02 2 2 2

1 0 10

( ) 2 ( ) ( ) ( ) ( )2
s i n c o s d

2( 1 ) ( ) ( ) ( )

z
sI s I s I sr srI s I sr

h s sz s
p I s s I s I s

, 

îò ðè ì à íè ì è  ç à  ðå ç ó ë ü ò à ò à ì è  ï ðà ö ³ [2] .  

N, J G z =  0.0 z =  0.50 z =  1.00 

1 0.56 1 -0.999 -0.523 0.07 8  

2 0.523 -1.022 -0.495 0.010 

3 0.6 10 -0.990 -0.497  -0.002 

4 0.6 20 -0.994 -0.500 -0.003 

5 0.58 0 -1.003 -0.500 -0.001 

10 0.58 3 -1.000 -0.500 -0.001 

Ê Ó  -1.000 -0.500 0.000 
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Ðè ñ . 2. 

 Ç à  ò à ê è õ  ó ì îâ ðà ä³ à ë ü í³  íà ï ðó æ å ííÿ  ó  ñ ê ³ í÷ å ííîì ó  ö è ë ³ íäð³  â³ äð³ ç íÿ -
þ ò ü ñ ÿ  â³ ä íà ï ðó æ å íü  ó  íå ñ ê ³ í÷ å ííîì ó  ç  íà á ë è æ å ííÿ ì  äî ò îðö ³ â. Ï ðè ÷ îì ó  
íà  á ³ ÷ í³ é  ï îâå ðõ í³  îá è äâà  âè ï à äê è  ç á ³ ã à þ ò ü ñ ÿ  âíà ñ ë ³ äîê  ç à äîâîë å ííÿ  ê ðà é î-
âè õ  ó ì îâ. Ç  â³ ääà ë å ííÿ ì  â³ ä á ³ ÷ íî¿  ï îâå ðõ í³  âç äîâæ  ðà ä³ ó ñ à  â³ äì ³ íí³ ñ ò ü  ì ³ æ  

íà ï ðó æ å ííÿ ì è  äë ÿ  îá îõ  ö è ë ³ íäð³ â ï îñ è ë þ ºò ü ñ ÿ , äîñ ÿ ã à þ ÷ è  3 %  íà  îñ ³  = 0r . 

Î ñ ü îâ³  íà ï ðó æ å ííÿ  äë ÿ  ñ ê ³ í÷ å ííîã î ò à  íå ñ ê ³ í÷ å ííîã î ö è ë ³ íäð³ â º â³ äì ³ íí³  ³  
íà  á ³ ÷ í³ é  ï îâå ðõ í³ . Í à  ò îðö ÿ õ  ñ ê ³ í÷ å ííîã î ö è ë ³ íäðà  âîíè  äîð³ âíþ þ ò ü  íó ë þ  
âíà ñ ë ³ äîê  ç à äîâîë å ííÿ  â³ äï îâ³ äíè õ  ê ðà é îâè õ  ó ì îâ, ó  ò îé  ÷ à ñ  ÿ ê  ó  íå ñ ê ³ í-

÷ å ííîì ó  ö è ë ³ íäð³  ï ðè  =z h  íå  äîð³ âíþ þ ò ü  íó ë þ . Ö å  âê à ç ó º íà  ò å , ù î äë ÿ  

ðîç ã ë ÿ íó ò è õ  ï à ðà ì å ò ð³ â ç à äà ÷ ³  ç à ñ ò îñ ó âà ííÿ  ô îðì ó ë  äë ÿ  íå ñ ê ³ í÷ å ííîã î 
ö è ë ³ íäðà , ù îá  ðîç ðà õ ó âà ò è  íà ï ðó æ å ííÿ  ó  ñ ê ³ í÷ å ííîì ó , ï ðè ç âîäè ò ü  äî 
íå à äå ê âà ò íè õ  ðå ç ó ë ü ò à ò ³ â, îñ îá ë è âî ç  íà á ë è æ å ííÿ ì  äî ò îðö å âè õ  ç îí. Ï ðîò å  
î÷ å âè äíî, ù î ç ³  ç á ³ ë ü ø å ííÿ ì  äîâæ è íè  ò â³ ðíî¿  ñ ê ³ í÷ å ííîã î ö è ë ³ íäðà  é îã î 
íà ï ðó æ å íè é  ñ ò à í á ó äå  ÿ ê  ó  íå ñ ê ³ í÷ å ííîì ó , ò îã î æ  ðà ä³ ó ñ à . Â è ÿ âë å íî, ù î 

ï ðè  = 1a  ò à  =
0

0.5h  íà ï ðó æ å ííÿ  ó  ñ ê ³ í÷ å ííîì ó  ò à  íå ñ ê ³ í÷ å ííîì ó  ö è ë ³ íä-

ðà õ  ï ðà ê ò è ÷ íî ç á ³ ã à þ ò ü ñ ÿ  âæ å  ï ðè  = 3h . 

Â è ñ í î â ê è .  Ìå ò îä ñ ó ï å ðï îç è ö ³ ¿  ç à ñ ò îñ îâà íî äë ÿ  ðîç â’ ÿ ç ó âà ííÿ  îñ å ñ è -
ì å ò ðè ÷ íè õ  ç à äà ÷  ò å îð³ ¿  ï ðó æ íîñ ò ³  äë ÿ  ñ ó ö ³ ë ü íîã î ³ ç îò ðîï íîã î ö è ë ³ íäðà , ù î 
íà âà íò à æ å íè é  ðà ä³ à ë ü íè ì è  ç ó ñ è ë ë ÿ ì è , ð³ âíîì ³ ðíî ðîç ï îä³ ë å íè ì è  ï î ÷ à ñ ò è í³  
á ³ ÷ íî¿  ï îâå ðõ í³ . Ç à ï ðîï îíîâà íî ï ³ äõ ³ ä äî ï îë ³ ï ø å ííÿ  à ñ è ì ï ò îò è ÷ íî¿  ï îâå -
ä³ íê è  â³ ë ü íè õ  ÷ ë å í³ â á å ç ì å æ íî¿  ñ è ñ ò å ì è  ë ³ í³ é íè õ  à ë ã å á ðè ÷ íè õ  ð³ âíÿ íü , ÿ ê ó  
îò ðè ì à íî ÷ å ðå ç  ç à äîâîë å ííÿ  ê îì ï îíå íò à ì è  ò å íç îðà  íà ï ðó æ å íü  ê ðà é îâè õ  
ó ì îâ. Ó  ðå ç ó ë ü ò à ò ³  îäå ðæ à íî ðå ã ó ë ÿ ðíó  íå ñ ê ³ í÷ å ííó  ñ è ñ ò å ì ó  ç  ï ðà âè ì è  ÷ à ñ -
ò è íà ì è , ÿ ê ³  ø âè äê î ç ã à ñ à þ ò ü  ç ³  ç á ³ ë ü ø å ííÿ ì  íîì å ðà . Ö å  äà º ç ì îã ó , ç à ñ ò î-
ñ îâó þ ÷ è  à ë ã îðè ò ì  ó äîñ ê îíà ë å íî¿  ðå äó ê ö ³ ¿  äë ÿ  ç âå äå ííÿ  íå ñ ê ³ í÷ å ííî¿  ñ è ñ ò å ì è  
äî îñ íîâíî¿  ñ ê ³ í÷ å ííî¿ , äîñ ÿ ã à ò è  âè ñ îê î¿  ò î÷ íîñ ò ³  ó  ç à äîâîë å íí³  ê ðà é îâè õ  
ó ì îâ ç à  íå âå ë è ê î¿  ê ³ ë ü ê îñ ò ³  ð³ âíÿ íü  ò à  íå â³ äîì è õ  â îñ íîâí³ é  ñ è ñ ò å ì ³ . Ç à  ò à -
ê îã î ï ³ äõ îäó  ç íà ÷ íî ñ ï ðîù ó þ ò ü ñ ÿ  ðîç ðà õ ó íê îâ³  ô îðì ó ë è  äë ÿ  íà ï ðó æ å íü , ù î 
â³ äê ðè âà º íà ä³ é íè é  ø ë ÿ õ  äë ÿ  ðîç ðà õ ó íê ó  ò à  à íà ë ³ ç ó  íà ï ðó æ å íîã î ñ ò à íó  
ñ ê ³ í÷ å ííîã î ö è ë ³ íäðà  ç à  ê ó ñ ê îâî-ñ ò à ë îã î íîðì à ë ü íîã î íà âà íò à æ å ííÿ  á ³ ÷ íî¿  
ï îâå ðõ í³ . 
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ОСЕСИММЕТРИЧНЫЕ НАПРЯ Ж ЕНИЯ  В  К ОНЕЧНОМ У ПРУ Г ОМ Ц ИЛ ИНД РЕ ПОД  
В ОЗ Д ЕЙ СТВ ИЕМ НОРМАЛ Ь НОГ О Д АВ Л ЕНИЯ ,  РАВ НОМЕРНО РАСПРЕД ЕЛ ЕННОГ О ПО 
У ЧАСТК У  Б ОК ОВ ОЙ  ПОВ ЕРХ НОСТИ 
 
Ñ  è ñ ïî ë ü ç î â à íè å ì  ì å ò î ä à  ñ ó ïå ð ïî ç è ö è è  ïî ñ ò ð î å íî  ð å ø å íè å  î ñ å ñ è ì ì å ò ð è ÷ íî é  ç à ä à -
÷ è  ò å î ð è è  ó ïð ó ã î ñ ò è  ä ë ÿ  ñ ïë î ø íî ã î  ê î íå ÷ íî ã î  ö è ë è íä ð à , ñ æ è ì à å ì î ã î  ð à ä è à ë ü íûì è  
ó ñ è ë è ÿ ì è , ð à â íî ì å ð íî  ð à ñ ïð å ä å ë å ííûì è  ïî  ïî ë î ñ å , î õ â à ò ûâ à þ ù å é  á î ê î â ó þ  ïî -
â å ð õ íî ñ ò ü . Ä ë ÿ  î ïð å ä å ë å íè ÿ  ê î ý ô ô è ö è å íò î â  ð à ç ë î æ å íè é  ê î ì ïî íå íò î â  ò å íç î ð à  íà -
ïð ÿ æ å íè é  â  ð ÿ ä û Ô ó ð ü å  è  Á å ñ ñ å ë ÿ –Ä è íè  ïî ë ó ÷ å íà  ð å ã ó ë ÿ ð íà ÿ  á å ñ ê î íå ÷ íà ÿ  ñ è ñ ò å ì à  
ë è íå é íûõ  à ë ã å á ð à è ÷ å ñ ê è õ  ó ð à â íå íè é , ê  ð å ø å íè þ  ê î ò î ð î é  ïð è ì å íå í ì å ò î ä  ó ñ î â å ð -
ø å íñ ò â î â à ííî é  ð å ä ó ê ö è è . Ð à ñ ñ ì î ò ð å íû ïð è ì å ð û ð à ñ ÷ å ò î â  íà ïð ÿ æ å ííî ã î  ñ î ñ ò î ÿ -
íè ÿ  ö è ë è íä ð à  ïð è  ó ê à ç à ííûõ  ó ñ ë î â è ÿ õ , ð å ç ó ë ü ò à ò û ê î ò î ð ûõ  ñ ð à â íå íû ñ  è ç â å ñ ò -
íûì è  â  ë è ò å ð à ò ó ð å , â  ÷ à ñ ò íî ñ ò è  ä ë ÿ  á å ñ ê î íå ÷ íî  ó ä ë è íå ííî ã î  ö è ë è íä ð à . 
 
A X I S Y M M E T R I C  S T R E S S E S  I N  A  F I N I T E  E L A S T I C  C Y L I N D E R  U N D E R  N O R M A L  P R E S S U R E  
U N I F O R M L Y  D I S T R I B U T E D  O V E R  S O M E  P A R T  O F  T H E  L A T E R A L  S U R F A C E    
 
B y  m a k i n g  u s e  o f  t h e  m e t h o d  o f  s u p e r p o s i t i o n , a  s o l u t i o n  t o  t h e  a x i s y m m e t r i c  p r o b l e m  
o f  e l a s t i c i t y  f o r  a  s o l i d  f i n i t e  c y l i n d e r , w h i c h  i s  p r e s s u r i ze d  b y  r a d i a l  t r a c t i o n s  u n i -
f o r m l y  d i s t r i b u t e d  o v e r  a  p a r t  o f  t h e  l a t e r a l  s u r f a c e , i s  c o n s t r u c t e d . F o r  d e t e r m i n a t i o n  
o f  t h e  c o e f f i c i e n t s  i n  d e c o m p o s i t i o n s  o f  t h e  s t r e s s -t e n s o r  c o m p o n e n t s  i n t o  F o u r i e r  a n d  
B e s s e l  s e r i e s , t h e  r e g u l a r  i n f i n i t e  s y s t e m  o f  l i n e a r  a l g e b r a i c  e q u a t i o n s  i s  o b t a i n e d  a n d  
s o l v e d  b y  m e a n s  o f  t h e  a d v a n c e d  r e d u c t i o n  a l g o r i t h m . Nu m e r i c a l  e x a m p l e s  a r e  
d i s c u s s e d  a n d  c o m p a r e d  w i t h  r e s u l t s  f o r  a n  i n f i n i t e  c y l i n d e r  u n d e r  t h e  s a m e  l o a d i n g . 
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