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МІЖФАЗНІ КРУГОВІ ВКЛЮ Ч Е ННЯ  В КУСКОВО-ОД НОРІД НОМУ 
Т РАНСВЕ РСАЛЬ НО-ІЗОТ РОП НОМУ П РОСТ ОРІ 
 

Çàäà÷³ ïðî êðóãîâ³ àáñîëþòíî æîðñòê³ âêëþ÷åííÿ äîâ³ëüíî¿ ôîðìè, ÿê³ 
ç íàõ îäÿòüñÿ â óìîâàõ  ïîâíîãî ç ÷åïëåííÿ àáî ãëàäêîãî êîíòàêòó ç  ð³ç íèìè 
òðàñâåðñàëüíî-³ç îòðîïíèìè ï³âïðîñòîðàìè, ç âåäåíî äî ñèñòåì äâîâèì³ðíèõ  
ñèíãóëÿðíèõ  ³íòåãðàëüíèõ  ð³âíÿíü.  Î äåðæàí³ ðîç â’ ÿç êè ö èõ  ñèñòåì ó ÿâíîìó 
âèãëÿä³, ù î äàëî ìîæëèâ³ñòü âèç íà÷èòè ïîëå íàïðóæåíü òà ç ì³ù åíü â îêîë³ 
âêëþ÷åíü ï³ä äîâ³ëüíèì íàâàíòàæåííÿì.  Î äåðæàíî ç àëåæíîñò³ ïîñòóïàëüíèõ  
³ êîëîâèõ  ç ì³ù åíü âêëþ÷åíü â³ä ð³âíîä³é íèõ  íàâàíòàæåíü, ãîëîâíèõ  ìîìåíò³â 
òà ïðóæíèõ  âëàñòèâîñòåé  ï³âïðîñòîð³â.  

 
Ç àäà÷³  ïðî ì ³ æ ôàçí³  äåôåê ò è â ê óñê îâî-îäíîð³ äíèõ  ñåðåäîâèù àõ  ðîç-

ã ë ÿ äàë è áàã àò î àâò îð³ â. Ï ðè ö ü îì ó äîñë ³ äæ åííÿ , â îñíîâíîì ó, îáì åæ óâàë èñü  
àáî äâîâèì ³ ðíèì è àí³ çîò ðîïíèì è ñåðåäîâèù àì è [4 , 6 , 9 , 1 7], àáî ê óñê îâî-
îäíîð³ äíèì è ³ çîò ðîïíèì è ïðîñò îðàì è ò à îñåñèì åò ðè÷íèì è çàäà÷àì è äë ÿ  
ò ðàíñâåðñàë ü íî-³ çîò ðîïíèõ  ïðîñò îð³ â [3, 8 , 1 0 , 1 2, 1 4 –1 6 , 1 8 , 24 , 25]. Ù î 

ñò îñóºò ü ñÿ  çàã àë ü íі ø èõ  âèïàäê ³ â, çîê ðåì à ê óñê îâî-îäíîð³ äíèõ  àí³ çîò ðîïíèõ  
ïðîñò îð³ â, à ò àê îæ  íåîñåñèì åò ðè÷íèõ  çàäà÷ äë ÿ  ê óñê îâî-îäíîð³ äíèõ  ò ðàíñ-
âåðñàë ü íî-³ çîò ðîïíèõ  ñåðåäîâèù , ò î â³ äîì ³  ë èø å ÷èñåë ü íî-àíàë ³ ò è÷í³  ðå-
çóë ü ò àò è [1 3, 20 , 21 , 24 ], ÿ ê ³  áàçóþò ü ñÿ  íà âèñíîâê àõ  ïðàö ü  [1 1 , 22, 23] ³  
ì ³ ñò ÿ ò ü  çäåá³ ë ü ø  íàáë èæ åí³  äàí³ . 

Í èæ ÷å, âèê îðèñò àâø è ðîçðèâíèé  ðîçâ’ ÿ çîê  äë ÿ  ê óñê îâî-îäíîð³ äíîã î 
ò ðàíñâåðñàë ü íî-³ çîò ðîïíîã î ïðîñò îðó [5, 1 9 ], çàäà÷³  ïðî ê ðóã îâ³  àáñîë þò íî 
æ îðñò ê ³  âê ë þ÷åííÿ  äîâ³ ë ü íî¿ ôîðì è, ÿ ê ³  çíàõ îäÿ ò ü ñÿ  â óì îâàõ  ïîâíîã î 
ç÷åïë åííÿ  àáî ã ë àäê îã î ê îíò àê ò ó ç ð³ çíèì è ò ðàíñâåðñàë ü íî-³ çîò ðîïíèì è ï³ â-
ïðîñò îðàì è, çâåë è äî ñèñò åì  äâîâèì ³ ðíèõ  ñèíã óë ÿ ðíèõ  ³ íò åã ðàë ü íèõ  ð³ âíÿ íü  

( Ñ ² Ð )  ó ïðîñò îð³  óçàã àë ü íåíèõ  ôóíê ö ³ é  ïîâ³ ë ü íîã î çðîñò àííÿ  ′ 3
( )S R . Ï îáóäî-

âàíî àíàë ³ ò è÷íèé  ðîçâ’ ÿ çîê  âê àçàíèõ  ñèñò åì  у ïðîñò îð³  ′ 3
( )S R , ù î äàë î 

ì îæ ë èâ³ ñò ü  îò ðèì àò è ðîçâ’ ÿ çê è ïîñò àâë åíèõ  çàäà÷ äë ÿ  ê ðóã îâèõ  âê ë þ÷åíü  
äîâ³ ë ü íî¿ ôîðì è çà áóäü -ÿ ê îã î íàâàíò àæ åííÿ  ò à âèçíà÷èò è ïîâåä³ íê ó íà-
ïðóæ åíü  â îê îë ³  âê ë þ÷åíü . Î äåðæ àíî çàë åæ í³ ñò ü  ïîñò óïàë ü íèõ  ó íàïðÿ ì ê ó 
â³ äïîâ³ äíèõ  îñåé  ³  ê îë îâèõ  çì ³ ù åíü  âê ë þ÷åíü  â³ ä âèäó ¿õ  âçàºì îä³ ¿ ³ ç 
ñåðåäîâèù åì  ò à ïðóæ íèõ  õ àðàê ò åðèñò èê  ï³ âïðîñò îð³ â.    

1. Ô î ð ì ó ë þ â à í í ÿ  ò à  ñ è ñ ò å ì è  Ñ ² Ð  ç à ä à ÷ ³ . Í åõ àé  ó ïë îù èí³  = 0z  ç’ ºä-

íàííÿ  äâîõ  ð³ çíèõ  ò ðàíñâåðñàë ü íî-³ çîò ðîïíèõ  ï³ âïðîñò îð³ â ðîçò àø îâàíî 

àáñîë þò íî æ îðñò ê å âê ë þ÷åííÿ , ù î çàé ì àº îáë àñò ü  Ω . Ä î âê ë þ÷åííÿ  
ïðèê ë àäåíå äîâ³ ë ü íå íàâàíò àæ åííÿ , ä³ ÿ  ÿ ê îã î çâîäèò ü ñÿ  äî ð³ âíîä³ é íî¿ ñèë è 

=
1 2 3

( , , )P P PP  ³  ã îë îâíîã î ì îì åíò ó =
1 2 3

( , , )M M MM . Ð îçò àø óâàííÿ  ã ðàíåé  

âê ë þ÷åííÿ  ï³ ñë ÿ  äåôîðì àö ³ ¿ îïèñóþò ü  ôóíê ö ³ ¿ 
 ± ± ±ζ = ζ + ϑ ζ = ζ = ∈ Ω0 0

6 6 0
( , ), , 4,5; ( , ) ;

k k
x y k x y  

 ζ = δ − ϕ ζ = δ + ϕ ζ = δ + ϕ + ϕ0 0 0

4 1 5 2 6 3
,     ,     

z z y x
y x x y , ( 1 )  

±ϑ
0
( , )x y  çàäàþò ü  ôîðì ó âê ë þ÷åííÿ  â³ äïîâ³ äíî ïðè = ± 0z ;  δ =, 1,2, 3

k
k ; 

φ
x
, φ φ,

y z
 – ïîñò óïàë ü í³  ïåðåì ³ ù åííÿ  âê ë þ÷åííÿ  ò à ê óò è ïîâîðîò ó âê ë þ-

÷åííÿ  íàâê îë î â³ äïîâ³ äíèõ  îñåé . Ð îçã ë ÿ íåì î ò àê ³  ò èïè âçàºì îä³ ¿ âê ë þ÷åííÿ  
³ ç ïðîñò îðîì . 

Çàäà÷à À. Â ê ë þ÷åííÿ  ç÷åïë åíå ç ï³ âïðîñò îðàì è. Òóò  â³ äîì і ñò ðèáê è ò à 
ñóì è ïåðåì ³ ù åíü : 
 ± ±χ = ± ζ χ = ± ζ0 0

4 4 5 5
( , ) (1 1) , ( , ) (1 1) ,x y x y  
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 ± ± ± + −χ = ϑ + ± ζ ϑ = ϑ ± ϑ ∈ Ω0

6 6 0 0
( , ) ( , ) (1 1) , , ( , ) ;x y x y x y  ( 2)  

 ± ±χ = 〈 〉 = + ± − =( , ) ( , ) ( , , 0 ) ( , , 0 ), 1 , 6 ;
k k k k
x y w x y w x y w x y k  

 { } { }=
= = σ τ τ

r

1,6
( , , ) , , , , , .k z yz xzk

w w x y z u v w  

Â ðàõ îâóþ÷è óì îâè −χ = = ∉ Ω( , ) 0 , 1 , 6  ( , )
k
x y k x y , ÿ ê ³  â³ äîáðàæ àþò ü  ôàê ò  

ç’ ºäíàííÿ  ï³ âïðîñò îð³ â ïîçà âê ë þ÷åííÿ ì , ïîñò àâë åíó çàäà÷ó çà äîïîì îã îþ 
ñï³ ââ³ äíîø åíü  ( 25)  ç ïðàö ³  [5] çâåäåì î äî ñèñò åì è äâîâèì ³ ðíèõ  Ñ ² Ð  â³ äíîñíî 

ñò ðèáê ³ â íàïðóæ åíü  −χ ∈ Ω( , ), ( , )
k
x y x y , = 1,2,3k : 

− − − − −

Ω

 − − τ  − χ − χ ∂ − − ∂ χ τ =  π    ∫∫ 31 1 32 2 1 32 32 2 3 12
0 0 00

1 1
q q q q ( , ) ,

2

y t yx t
d td g x y

r r rr
 

− − − − −

Ω

 − −  − τχ − χ ∂ − − ∂ χ τ =  π    ∫∫ 31 1 32 3 1 32 32 1 2 12
0 0 00

1 1
q q q q ( , ) ,

2

y t y t x
d td g x y

r r rr
 

− − − + +

Ω

  − τ −χ − χ + χ τ = χ − χ  π     ∫∫ 41

1 42 2 3 6 44 62 2
0 0 0

q1
q .

2

y x t
d t d q

r r r
 ( 3)  

Òóò  [5] 

 + − + −

Ω Ω

− τ−= −χ − χ τ = −χ − χ τπ π∫∫ ∫∫34 34

1 4 6 2 4 63 3

0 0

q q
, ,

2 2

yx t
g d t d g d t d

r r
 

= − + − τ2 2

0
( ) ( ) ,r x t y  

∂ ∂ ∂∂ ≡ ∂ ≡ ∂ ≡∂ ∂ ∂1 2 3
, , ,

x y z
 ±

−
kn kn

q q ñò àë ³ , ÿ ê ³  

âèðàæ àþò ü  ÷åðåç ê îåô³ ö ³ ºíò è óçàã àë ü íåíîã î çàê îíó Ã óê à [7]. Â åë è÷èíè 

δ δ δ ϕ ϕ ϕ,  , ,  , ,

x y z x y z
 âèçíà÷èì î ³ ç ò àê èõ  ø åñò è ð³ âíÿ íü  ð³ âíîâàã è: 

 −
Ω
χ = =∫∫ 4

( , ) ,          1,2,3,
k k
x y dx dy P k  ( 4 )  

 

Ω

   χ =      ∫∫ 2

1

1

( , )
Mx

x y d x d y
y M

,

Ω
χ − χ =∫∫ 2 3 3

( , ) ( , )x x y y x y d x d y M( ) . ( 5)  

Çàäà÷à Â. Ã ðàí³  âê ë þ÷åííÿ  çíàõ îäÿ ò ü ñÿ  â óì îâàõ  ã ë àäê îã î ê îíò àê ò ó ç 
ï³ âïðîñò îðàì è. Ó  ö ü îì ó âèïàäê ó ñò ðèáê è ò à ñóì è äîò è÷íèõ  íàïðóæ åíü  

ïåðåò âîðþþò ü ñÿ  â íóë ü : ±χ = =( , ) 0,  2, 3
k
x y k , à ñò ðèáê è ³  ñóì è íîðì àë ü íèõ  

çì ³ ù åíü  âèçíà÷àº ôîðì óë à ( 2) . Â èê îðèñò îâóþ÷è äðóã å, ò ðåò º ò à ø îñò å ³ ç 
ñï³ ââ³ äíîø åíü  ( 25)  ç ïðàö ³  [5], äë ÿ  íåâ³ äîì èõ  ñò ðèáê ³ â íîðì àë ü íèõ  íàïðó-

æ åíü  ³  äîò è÷íèõ  çì ³ ù åíü  −χ ∈ Ω( , ), ( , )
k
x y x y , = 1, 4,5,k  îò ðèì àºì î ò àê ó 

ñèñò åì ó äâîâèì ³ ðíèõ  Ñ ² Ð : 

 − − − − − −

Ω

  χ ∂ − χ ∂ − − ∂ χ τ = − ∂ χ   π  ∫∫ 2 2

21 1 2 23 4 1 2 23 23 1 5 24 2 63
0 0 00

1 1 1 1 1

2
q q q q dt d q

r r rr
, 

 − − − − − −

Ω

  χ ∂ − χ ∂ − − ∂ χ τ = − ∂ χ   π  ∫∫ 2 2

21 1 1 23 5 1 2 23 23 2 4 24 1 63
0 0 00

1 1 1 1 1

2
q q q q dt d q

r r rr
, 

 − − − + −

Ω

  χ − χ ∂ + χ ∂ τ = χ − χ   π  ∫∫ 41

1 43 4 1 5 2 6 44 6

0 0 0

1 1 1

2

q
q d t d q

r r r
. ( 6 )  

Ä ë ÿ  âèçíà÷åííÿ  íåâ³ äîì èõ  δ ϕ ϕ
3
, ,

x y
 íåîáõ ³ äíî âèê îðèñò àò è ïåðø ó ç 

óì îâ ( 4 )  ò à ïåðø ó ³  äðóã ó ç óì îâ ( 5) .  
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2. Ð î ç â ’ ÿ ç î ê  ç à ä à ÷ ³  À . Í åõ àé  âê ë þ÷åííÿ  çàé ì àº ê ðóã îâó îáë àñò ü  ç 

ö åíò ðîì  ó ïî÷àò ê ó ê îîðäèíàò : { }Ω = + ≤2 2
x y a . Ï åðåé äåì î äî ö èë ³ í-

äðè÷íî¿ ñèñò åì è ê îîðäèíàò  ρ ϕ( , , )z . Äëÿ öüîãî ïîçíà÷èìî  

 { } { }± ± ± ± ±± ±
ϕ ρ ρ ϕ=ξ ρ ϕ = σ τ τ

1,6
( , ) , , , , ,

k z z z
k

u u w  

³  â â å ä å ìî ò àê ³  ê îìïëå ê ñ í³  ê îìá ³ íàö³ ¿  ïå ð å ì³ ù å íü ò à íàïð óæ å íü: 

 ± ± ± ± ± ± ± ± ± ± ± ±τ = ξ + ξ = ξ + ξ τ = χ + χ = χ + χ% %
3 2 4 5 3 2 4 5

, , , .i u i i u i  (7 ) 

Â ð àõ îâ óþ ÷è çâ ’ ÿçîê  

 ± ϕ ± ± ϕτ ρ ϕ ρ ϕ = τ ρ ϕ ρ ϕ ρ ϕ = ρ ϕ% %( cos , sin ) ( , ), ( cos , sin ) ( , ),
i i

e u e u  (8 ) 

â â å ä å ìî íîâ ³  íå â ³ ä îì³  ô óíê ö³ ¿  

 − − − − − ϕν ρ ϕ = χ ρ ϕ ρ ϕ ν ρ ϕ = τ ρ ϕ ρ ϕ
1 1 2
( , ) ( cos , sin ), ( , ) ( cos , sin ) .

i
e  

Î ñ ò àíí³  ð îçø óê óâ àò èìå ìî ó â èãëÿä ³   

 
∞

− − ϕ

= − ∞
ν ρ ϕ = ρ ≥ =∑ ,

( , ) ( ) , 0, 1, 2,
k in

k n

n

V e n k  (9) 

 

π
− − − − ϕ − − − −

− −
− π

   = Φ ν ≡ ν ρ ϕ ϕ = ρ = Φ ν   π ∫, 1, 1, 2,
2

1
( , ) , , ( ) .

2

k in

n n k k n n n n
V e d V V V  

Ñ ïð àâ å ä ëèâ å  ò â å ð ä æ å ííÿ.  

Òåîðåìà 1. Äëÿ ò îãî, ù îá  ô óíê ö³ ¿  − ′χ ∈ =2
( , ) ( ), 1,2, 3

k
x y R kS á óëè ð îç-

â ’ ÿçê àìè ñ èñ ò å ìè ð ³ â íÿíü (3 ), íå îá õ ³ ä íî ò à ä îñ ò àò íüî, ù îá  ïð è ≥ 0n  

ñ ïð àâ ä æ óâ àëèñ ü â  ′ 2
( )RS  ð ³ â íîñ ò ³  ( [ ]ρ ∈ 0,a ) 

 
− + − − −

+ + + + − −
     − + − =     1, 2, 2,

3 1 1, 3 2 1, 1 3 2 1, 1 1
2 2 ,

n n n n n n n n n n
q W V q W V q W V G  

 
− + − − −

− − − − − +
     + − =     1, 2, 2,

3 1 1, 3 2 1, 1 3 2 1, 1 2
2 2 ,

n n n n n n n n n n
q W V q W V q W V G  

 
− + − − −

+ − −
     − + =     1, 2, 2,

4 1 , 4 2 , 1 3 2 , 1 3
2 2 .

n n n n n n n n n n
q W V q W V q W V G  (10 ) 

Ò óò  â â å ä å íî ò àê ³  ïîçíà÷å ííÿ: 

 

∞
∗ ∗= ς ρ ς ς ς ρ ς = ρ ς∫ ∫, , ,

0 0

[ ] ( ) ( , ) , ( , ) ( ) ( ) ,

a

k n k n k n k n
W f f W d W J t J t dt  

 
− −

+ + ρ = φ δ − ρ ∂ ρ 1 0, 34 1, 1
2 ,

n n

n z n n n n
G i q W F  

 − −
− + ρ = ∆ δ − φ δ + ρ ∂ ρ 2 1, 0, 34 1, 1

2 2 ,
n n

n x y n z n n n n
G i q W F  

 − += ρ − ρ − δ δ + ρδ φ
3 44 0, 1,

( ) ( ) 2 ,
n n n n z n yx

G q F F  

 
± ± ∆ = δ + δ φ = φ + φ ρ = Φ ϑ , , ( ) ,

xy x y yx y x n n
i i F ρ

∂∂ ≡ ∂ρ ,  

δ −
,k n

ñ èìâ îë Ê ð îíå ê å ð à.  
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Ä î â  å  ä  å  í í ÿ. Ï å ð å é ä å ìî â  ñ èñ ò å ì³  (3 ) ä î ïîëÿð íèõ  ê îîð ä èíàò  ³  çà-

ñ ò îñ óº ìî ñ ê ³ í÷å ííå  ïå ð å ò â îð å ííÿ Ô óð ’ º . Ò îä ³ , â ð àõ îâ óþ ÷è ïîä àííÿ (7 )–(9), 

à ò àê îæ  [ 10 ] 

 

∞∞ − φ − ψ
= − ∞

= ρ ς
ρ − ρ φ − ψ + ς ∑ ∫( )

2 2
0

1
( ) ( ) ,

2 c o s ( )

k

k k

k

e J t J t dt

s

 

ò å îð å ìó ïð î çãîð ò ê ó ³  ñ ï³ â â ³ ä íîø å ííÿ 

 
π − ϕ

±± ϕ
− π

ϕ = ± ρ ςπ ρ − ς∫ *
1 ,

1
( , ) ,

i n

n ni

e d
W

e
 

îä å ð æ àí³  ê îíò óð íèì ³ íò å ãð óâ àííÿì, ï³ ñ ëÿ î÷å â èä íèõ  ïå ð å ò â îð å íü îä å ð æ è-

ìî ñ èñ ò å ìó ð ³ â íÿíü (9). Äîâ å ä å ííÿ çàâ å ð ø óº  ò å , ù î îïå ð àò îð  Φ
n
 º  ³ çîìîð -

ô ³ çìîì â  ′ 2
( )RS . 

Ð îçãëÿíå ìî ñ èñ ò å ìó (10 ) ñ ïî÷àò ê ó ïð è = 0n . Â â ³ â ø è ïîçíà÷å ííÿ 

 ( )− − −= ρ = ρ + − ρ =1, 2, 2,

10 0 0 0 0
( ), 0,5 ( ) ( 1) ( ) , 2, 3;

k

k
U V U V V k  (11) 

 + −
= = = = = −

1 31 2 42 1 32 2 41 3 32 32
, , , , ,a q a q b q b q b q q  

ïå ð å ïèø å ìî (10 ) ó â èãëÿä ³  

 
−

ρ     − + = − ∂     1 10 10 1 11 20 34 11 0
,a W U b W U q W F  

 
− +   − = ρ − ρ − δ   2 00 10 2 01 20 44 0 0
( ) ( ) 2 ,

z
b W U a W U q F F  (12) 

   = φ ρ 3 11 30
4 .

z
b W U i  

Â â å ä å ìî îïå ð àò îð è 

 [ ] [ ]− − − −
ρ   Π = ρ ℑ ρ Π = − ρ ∂ ℑ ρ =   1 2 * 2 2

* *
, , 1, 2,

k k k k

k k
f f f f k  

 [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]
ρ ρ

ρ
ρ

ℑ = ℑ = = ∂ Π ρ ρ = ℑ ρ
− ρ ρ −∫ ∫ ∫* 0 1 1 2 0

2 2 2 2
0 0

( ) ( )
, , ( ) ,

a

f t dt f t dt
f f S f f d S f f

t t
 

³ ï å ð å é ä å ìî â  ñè ñò å ì³ (12) ä î íîâ è õ  íå â ³ä îìè õ  ô ó íê ö ³é   

    η ρ = Π η ρ = Π   10 1 10 0 2 0
( ) , ( ) ,

k k
U U  

 
− −   ρ = π Π η ρ = π Π η =   1 * 1 *

10 1 10 0 2 0
( ) , ( ) , 2 , 3 .

k k
U U k  (13) 

Ä ë ÿ  ö üîã î ç à ñò îñó º ìî ä î ï å ð ø îã î ³ ò ð å ò üîã î ð ³â íÿ íü ñè ñò å ìè  (12) îï å ð à ò îð  

1
S , ä î ä ð ó ã îã î – îï å ð à ò îð  

2
S  ³ ï ð îä îâ æ è ìî íå â ³ä îì³ ô ó íê ö ³¿  íà  ï ð îì³æ îê  

−(0, ]a : η −ρ = η ρ
10 10
( ) ( ),  η −ρ = −η ρ

0 0
( ) ( ),

k k
 = 2,3,k . Ó  ð å ç ó ë üò à ò ³ îä å ð æ è ìî 

ñè ñò å ìó  Ñ ² Ð  

 η + η = ρr r

0 1
[ ( )] [ ( )] ( );l t l tA B f  (14) 

 η = ρ
3 0 30 3

[ ( )] ( ).b l t f  (15) 
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Ò ó ò  â â å ä å í³ ï îç íà ÷ å ííÿ  

 

−

ρ − += ∫0

( ) ( )
[ ] ( ) ,

2

a

a

sign t sign t
l f f t d t  

−

η = ηπ ρ −∫r r

1

1
[ ] ( ) l n ,

a

a

t
l t d t

t
 

 { }   = = η = η = η η η =   −   
r 2 21 1

1 0 20 3 0
2 2

0 0
, , { } , , , { } ,

0 0 k k

a b
f

a b
A B f  

 
− − + = − ρ = ρ − ρ − δ ρ ρ = φ ρ 1 34 0 2 2 44 0 0 3
( ), ( ) ( ) 2 , ( ) 8 .

z z
f q F f S q F F f i  

Á å ç ï îñå ð å ä íüî ³ç  ð ³â íÿ ííÿ  (15) ç íà õ îä è ìî: 

 −η = φ ρ 1

3 0 3
8

z
i b . (16) 

Ì à ò ð è ÷ íå  ð ³â íÿ ííÿ  (14) ï îä à ìî ó  â è ã ë ÿ ä ³  

 −η + η = ρr r 1

0
[ ] [ ( )] ( ).

1
l (t) l tM B f  (17) 

Ì à ò ð è ö ÿ  −
=

1
M B A  ä îï ó ñê à º  ð îç â è íå ííÿ  

 
− λ κ λ   = = =   λ λ κ   

1 2 2

2 1 1

0
, , ,

0
1

M SJS J S  (18) 

 
− +κ = λ = − λ λ = κ κ1 1 2

0 0 1 2
, ( 1) , ,

j
j j j ja b i  

ï ð è  ö üîìó  ä ë ÿ  â ³ä îìè õ  ê îìá ³íà ö ³é  ò ð à íñâ å ð ñà ë üíî-³ç îò ð îï íè õ  ìà ò å ð ³à ë ³â  [1]  

â è ê îíó º ò üñÿ  íå ð ³â í³ñò ü 

 ≤ λ <
0

0 `1.  (19) 

Ç  ó ð à õ ó â à ííÿ ì (18) ð ³â íÿ ííÿ  (17) ï îä à ìî ó  â è ã ë ÿ ä ³ 

 µ ρ + λ µ ρ = ρ =
0 1
[ ] [ ( )] ( ), 1,2;j j j jl ( ) l F j  (20 ) 

 { } { }− − −µ = µ = η = =
r

rr 2 21
, .j jF f

1 1
S F S B  

Ð îç â ’ ÿ ç ê è  ð ³â íÿ íü (20 ), ç ã ³ä íî ç  ó ìîâ îþ  (19), ñë ³ä  ð îç ø ó ê ó â à ò è  â  ê ë à ñ³ 

ô ó íê ö ³é  à â ò îìà ò è ÷ íî¿  îá ìå æ å íîñò ³ [2] : 

 ρµ ρ = ℜ ∂ ρ =[ ( )], 1,2.j j j( ) F j  (21) 

Ò ó ò  â â å ä å í³ ï îç íà ÷ å ííÿ  

 
γ

∗ −

λ ω ρ  + ρ ℜ = ρ − ω ρ =    κ π ω − ρ − ρ  ∫( ) ( )1
[ ] ( ) , ( ) ,

( )

j
a

j j

j j
ja

f t ad t
f f

t t a
 

 
+

∗

+ λγ = − α α = κ = − λπ − λ
1 20

0 0 0

0

11
( 1) , l n , 1 .

2 1

j
j i  

Âð à õ îâ ó þ ÷ è  ð ³â í³ñò ü η = µr r

S  ³ ô îð ìó ë è  (13), (21), ð îç â ’ ÿ ç ê è  ñè ñò å ìè  (12) 

ï îä à ìî ó  â è ã ë ÿ ä ³ 

 

−

ρ −
=

φ ρ ρ = β Π ℜ ∂ ρ ρ = π π − ρ∑
12

( 1) * 3
0 3 30

2 2
, 1

81
( ) [ ( ) , ( ) ,z

j k m j k m
k m

i b
U f U

a
 (22) 

 
∗ −

−β = =( ) 1

3 , , , 1, 2.
j

jk m k mk m s s b j m k  
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Í å õ à é  ≥ 1n . Ââ å ä å ìî íîâ ³ íå â ³ä îì³ ô ó íê ö ³¿  

 − − − − − + −
− −ρ = ρΙ ρ ρ ρ = Ι ρ ρ1,* 1 1, 2,* 1 1 2,

( ) [ ( )], ( ) [ ( )],
n n n n

n a n n a n
V V V V  

 { }− − − − − −
ρ

ρ

  ρ = ρ Ι ρ ∂ ρ Ι ρ ρ Ι =   ∫2,* 2 1 2 1 2 1 2,
( ) ( ) , [ ] ( ) .

a

n n n n

n a a n a
V V f sf s ds  

Ò îä ³, â ð à õ îâ ó þ ÷ è  â ë à ñò è â îñò ³ îï å ð à ò îð ³â  Âå á å ð à –Ñ îí³íà  [ ]
,m n

W f [10 ]  ò à  ç à -

ñò îñîâ ó þ ÷ è  ä î ï å ð ø îã î ð ³â íÿ ííÿ  ñè ñò å ìè  (10 ) îï å ð à ò îð  

 

ρ
−

ρΙ ρ = ∂ ρ ∫% 2 1

0

0

[ ( )] ( ) ,f s f s ds ρ ρ∂ ≡ ∂ρ
% 1

,  

ï ³ñë ÿ  î÷ å â è ä íè õ  ï å ð å ò â îð å íü îä å ð æ è ìî: 

    + = ρ   1 01 1 1 00 2 1
( ),

n n n
a W U b W U Q  

    + = ρ   2 11 1 2 10 2 2
( ),

n n n
b W U a W U Q  

   = ρ 3 00 3 3
( ).

n n
b W U Q  (23) 

Ò ó ò  â â å ä å í³  ï îç íà÷ å ííÿ  

 ( )−= ρ = ρ + − ρ =1,* 2,* 2,*

1
( ), 0,5 ( ) ( 1) ( ) , 2,3,

k

n n kn n n
U V U V V k  

 
− − − −

ρ   = Ι ρ ψ − ρ Ι ρ ∂ ρ ρ   2 1 2 1

1 0 1, 3 4 0 0
[ ( )] ,

n n n n

n n a n
Q q W F  

 
− −

ρ = ψ − ρ ∂ ρ ρ 2 2, 34 00
( ) ,

n n

n n n
Q q W F  

 ( )− − −
ρ = ρ ψ − ρ ∂ ρ ρ − ρ 3 3, 10 44

( ) ( ) ,
n n

n n n n
Q W q F F  

 ( ) ( )
−

−

=

ψ ρ = − δ ρ + δ∑2
12

, , 1 , , 1 0 ,

1

( ) 1 (2 ) ! ,
n

j
k n n k j n j

j

c j c  

= = ∆ = φ
0,1 0,2 0,3

0, 2 , ,
xy yx

c c c  ( )= − =K

,

, 1, 2, 1,2,3k jc j n k  - ñò àë ³ , ÿ ê³  â è-

ç íà÷ àþ ò ü ³ ç  ó ì îâ  
−

ρ∂ ρ =% 1

1 2 3
, , 0.

j
n n nU U U  

Ç àñò îñó â àâ ø è ä î ï å ð ø îã î ³  ò ð å ò üîã î ð ³ â íÿ íü ñèñò å ì è (23) îï å ð àò îð  
1

S , à ä î 

ä ð ó ã îã î - îï å ð àò îð  
2

S , â â ³ â ø è íîâ ³  íå â ³ ä îì ³  ô ó íêö ³ ¿  ò à ï ð îä îâ æ èâ ø è ¿ õ  íà 

ï ð îì ³ æ îê −( , 0)a   

 ∗η ρ = Π ρ = Π η ρ η −ρ = −η ρ
1 2 1 1 2 1 1 1
( ) [ ( )], ( ) [ ( )], ( ) ( ),

n n n n n n
U U t  

 ∗η ρ = Π ρ ρ = Π η ρ η −ρ = η ρ =
1 1 1 1 1

( ) [ ( )], ( ) [ ( )], ( ) ( ), 1, 2,
kn n kn kn n n

U U k  (24) 

ñèñò å ì ó  (23) ç â å ä å ì î ä î ñèñò å ì è (14), (15), â  ÿ ê³ é  

 η = η ρ η ρ η ρ = η ρr

1 2 30 3
{ ( ), ( )} , ( ) ( ),

n n n
 (25) 

 = ρ = ρ =
r

2

2 1 1 2 3 2 3
{ ( )} { [ ], [ ]} , ( ) [ ].

k n n n
f f S Q S Q f S Q  (26) 
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Â ð àõ îâ ó þ ÷ è ô îð ì ó ë è (16), (21), (22), (24)–(26), ð îç â ’ ÿ ç îê ñèñò å ì è (23) 

ï îä àì î ó  â èã ë ÿ ä ³  

− − ρ −
=

  = β Π ℜ ∂ = = Π  π π∑2 ( ) * *

3 3 3 , 3 1 2 3
3, 1

1 1
, 1, 2 , [ [ ] ] .

j
jn j k m m n n nk m

k m

U S Q j U S Q
b

 (27 ) 

Î ò æ å , ñï ³ â â ³ ä íîø å ííÿ   

 
−− −ρ = ρ = + ρ = −2,1 , 2,

0 1 0 0 20 3 0 0 20 3 0
( ) , ( ) , ( ) ,V U V U U V U U  

 ( ) −− − −
ρρ = − ρ ∂ ρ%11, 1 1

1
( ) 1 [ ],

n n n

n n
V U ( ) ( )−− − −

− ρρ = − ρ ∂ +%12 , 1 1

2 3
( ) 1 ,

n n n

n n n
V U U  

 ( ) ( )−− − − −
ρ ρ ρ = − ρ ∂ ρ Ι ρ ∂ ρ + %12 , 2 1 2

2 3
( ) 1 ,

n n n n n

n a n n
V U U > 0n , 

ô îð ì ó ë è (22), (27 ) ò à ð îç â èíå ííÿ  (9 ) â èç íà÷ àþ ò ü ñò ð èá êè íàï ð ó æ å íü íà 
â êë þ ÷ å íí³ , ù î ç íàõ îä èò üñÿ  â  ó ì îâ àõ  ï îâ íîã î ç ÷ å ï ë å ííÿ  ç  ï ³ â ï ð îñò îð àì è. 

3. Ð î ç â ’ ÿ ç î ê  ç à ä à ÷ ³  B . Â â àæ àþ ÷ è îá ë àñò ü Ω  êð ó ã îâ îþ , ï å ð å é ä å ì î â  
ñèñò å ì ³  (6) ä î ï îë ÿ ð íèõ  êîîð ä èíàò . Â ð àõ ó â àâ ø è ñï ³ â â ³ ä íîø å ííÿ  (8 ), â â å ä å ì î 
íîâ ³  íå â ³ ä îì ³  ô ó íêö ³ ¿   

 − − − − − ϕν ρ ϕ = χ ρ ϕ ρ ϕ ν ρ ϕ = ρ ϕ ρ ϕ
1 1 3
( , ) ( cos , sin ), ( , ) ( cos , sin ) .

i
u e  

Î ñò àíí³  ð îç ø ó êó â àò èì å ì î ó  â èã ë ÿ ä ³   

 
∞

− − ϕ

= − ∞
ν ρ ϕ = ρ = ≥∑ ,

( , ) ( ) , 1,3, 0,
k in

k n

n

V e k n  (28 ) 

 

π
− − − − ϕ − − − −

− −
− π

   = Φ ν ≡ ν ρ ϕ ϕ = = Φ ν   π ∫, 1, 1, 3,
3

1
( , ) , , .

2

k in

n n k k n n n n
V e d V V V  

À íàë îã ³ ÷ íî ò å îð å ì ³  1 ä îâ îä èì î ò àêå  ò â å ð ä æ å ííÿ . 

Ò å î ð å ì à  2 . Ä ë ÿ  ò îã î, ù îá  ô ó íêö ³ ¿  − ′χ ∈ =2
( , ) ( ), 1, 4, 5

k
x y R kS á ó ë è ð îç -

â ’ ÿ ç êàì è ñèñò å ì è ð ³ â íÿ íü (6), íå îá õ ³ ä íî ò à ä îñò àò íüî, ù îá  ï ð è ≥ 0n  

ñï ð àâ ä æ ó â àë èñü â  ′ 2
( )RS  ð ³ â íîñò ³   

 [ ] [ ]= ρ ∈, 0, ,
nn n

W aB U G  

   = 3 3
.

nn n n
W U G  (29 ) 

Ò ó ò  â â å ä å íî ï îç íà÷ å ííÿ  

 { } ( )−= = ρ = ρ + − ρ =1, * *

1 2 1 3 3
, , ( ), 0,5 ( ) ( 1) ( ) , 2,3,

k

n n n n kn n n
U U U V U U U kU  

 
− − − − − −

ρ ρ −ρ = ρ ∂ ρ ρ ρ = ρ ∂ ρ ρ* 1 3, * 1 1 3,

3 3
( ) ( ), ( ) ( ),

n n n n

n n n n
U V U V  

 { } + −= = ρ − ρ%
1 2 1 24
, , 0,5 ( ),

n

n n n n n n
G G G c q FG  

 
+ −= δ δ + φ δ ρ + ρ − ρ

2 , ,1 44
2 ( ) 2 ( ),

n z n o yx n n n
G F q F  

 

−
± − +ρ − = = = ± δ = − − 

%
% %

% 23 23

21 23
3 0 , 0 21

4 1 4 321

, , , ,

n

n

n n n n

c q q
G c c c q q q

q qq
B  

−
n

c ñò àë ³ , ÿ ê³  âèçíà÷àþ ò ü  ³ ç óì îâ 

 +ρ ρ ρ = = ∞∫ * 1

3

0

( ) 0, 0, .

a

n

n
U d n  ( 3 0 )  
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Ä ë ÿ  îï å ð àò îð à 

nn
W  ³ ñíóº  îáå ð íå íèé  [1 0 ] , ÿ êèé  º  ³ çîì îð ô ³ çì îì  â ′ 2

( )RS  ³  

ä îï óñêàº  ï îä àííÿ  

 [ ] − − − +
ρ ρ  = π ρ ∂ ℑ ρ ∂ ℑ ρ ρ  * 1 1 1 2 1

* 0
( ) .

nn

n n nW f f  ( 3 1 )  

Âð àõ îâóþ ÷è ( 3 1 ) , à ò àêîæ  ð ³ âíîñò ³   

κ ρ + ρ = κ =  +π − ρ
*

2 2

2 ( 2 1 ) ( 2 ) ! !
, ,

( 2 1 ) ! !

n

n n

nn n

n n
W

n
a

{ }−
−

= =

* *

2 2 4 4 1 241 *

1
, ,

j j

jm j

b q b q
b s

B
B  

ð îçâ’ ÿ çîê ñèñò å ì è ( 2 9 )  ï îä àì î ó âèã ë ÿ ä ³  

 

( ) ( ){ }+

+ −

ρ = κ ρ + δ δ + φ δ ρ +π − ρ
 + ρ − ρ = 

%
* *

1 1 , 0 , 1
2 2

* *
1 1

2
0 , 5 2

( ) ( ) , 1 , 2,

n
j n j n n j z n y x n

nn j n j n

U b c b
a

W b F s F j

 

 ( )
−κ ρ

ρ =
π − ρ

% %
21

3
2 2

2
.

n

n n

n

q c
U

a
 ( 3 2 )  

Á å ð ó÷è ä î óâàã è ò îò îæ í³ ñò ü  
∗ − −
+ ρ ς = θ ρ − ς ς ρ 1

1,
( , ) ( ) ,

n n

n n
W  ä å  θ ρ − ς( )  – ô óíê-

ö ³ ÿ  Õ å â³ ñàé ä à, ä îâîä èì î ñï ³ ââ³ ä íîø å ííÿ   

 [ ] [ ]− − −
+ −ρ = = + = − −1, 2, 2,

1 1, 2 3 0 1, 2 3
( ) , , .

n n n n n n n n n n n
V U V W U U V W U U  

Ô îð ì óë è ( 3 2 )  ò à ð îçâèíå ííÿ  ( 2 8 )  âèçíà÷àþ ò ü  ñò ð èáêè íîð ì àë ü íèõ  íàï ð ó-
æ å íü  ò à ä îò è÷íèõ  çì ³ ù å íü  íà âêë þ ÷å íí³ , ÿ êå  çíàõ îä èò ü ñÿ  â óì îâàõ  ã ë àä -
êîã î êîíò àêò ó ç ï ³ âï ð îñò îð àì è. 

4. Î ñ å ñ è ì å ò ð è ÷ í å  â ê ë þ ÷ å í í ÿ . Ê ³ ë ü ê³ ñò ü  ä îä àíê³ â ó ð îçâèíå ííÿ õ  ( 9 ) , 

( 2 8 )  áå çï îñå ð å ä íü î çàë å æ èò ü  â³ ä  ô îð ì è âêë þ ÷å íü  ³ , ÿ ê ï ð àâèë î îáì å æ å íà. 

Í å õ àé , íàï ð èêë àä , ô îð ì à âêë þ ÷å ííÿ  îñå ñèì å ò ð è÷íà  

 ±ϑ = ϑ +2 2

0 0
)( , ) ( yx y x , ( )± ± ± ρ = Φ ϑ = δ ρ  ,0

( ) ,
n n n

F F   

ò îä ³  â ð îçâèíå ííÿ õ  ( 9 ) , ( 2 8 )  çàë èø àò ü ñÿ  ï î ò ð è ä îä àíêè, ÿ êù î = −1,0,1.n  

Âèð àçè ä ë ÿ  ñò ð èáê³ â íàï ð óæ å íü  ä ë ÿ  çàäà÷³ À ò óò  íàáóä óò ü  âèã ë ÿ ä ó 

 { }− ϕ
ρ ρ   σ = ν ρ ϕ = − ∂ ℑ ρ η − ∂ ℑ ρ η   π ρ π1 * 10 * 11

1 1
( , ) R e ,

a a i a

z
e  

 

( ) ( )

− −
ρ ϕ ρ

ϕ − − ϕ
ρ ρ

 τ + τ = ν ρ ϕ = − ∂ ℑ η + η + π ρ
ρ    + ∂ ρ ℑ ρ η + η − ∂ ℑ ρ η − η   π π ρ

2 * 20 30

2

* 21 31 * 21 31

1
( , )

1
.

a a a

z z

i a a i a a

i

e e

 ( 3 3 )  

Ò óò  ââå ä å íî ï îçíà÷å ííÿ  

 −
ρ ρ

λδ     η = − ω ρ + ℜ ∂ ℑ + ℜ ∂    κ
* 0 3 4

1 0 1 1 0 1

2 12 *

2 1
R e ( ) R e I m ,

2

a z
q

F F
b ab

 

 ( ) ( )− +
δφ= ρ − ρ η = − ρ η = −*

4 4 3 0 3 1

3 3

8
, , ,

xya az
i

F q F F
b b

 

 −
ρ ρ

δ λ λ     η = − ω ρ + ℜ ∂ ℑ − ℜ ∂    κ
*0 0 3 4

2 0 1 1 0 1

2 12 *

2
I m ( ) I m R e ,

a z
q

F F
a ba
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 −
ρ ρ

λδ     η = − ω ρ + ℜ ∂ ℑ + ℜ ∂    κ
* 0 3 4

1 0 1 1 0 1

2 12 *

2 1
R e ( ) R e I m ,

2

a z
q

F F
b ab

 

 ( ){ }φ λ δη = ρ + ρ γ ω ρ − ω ρκ κ
0

1 1 1 1 1

2 * 1 *

2
R e 2 ( ) I m ( ) ,

yx xya

b a
 

 ( ){ }λ φ δη = ρ + ρ γ ω ρ − ω ρκ κ
0

2 1 1 1 1

2 * 1 *

2
I m 2 ( ) R e ( ) .

yx xya

a b
 

Ï îñò óï àë ü í³  ï å ð å ì ³ ù å ííÿ  δa
z
 âèçíà÷àþ ò ü  ³ ç ï å ð ø î¿  óì îâè ( 4 )  ³  âîíè çàë å -

æ àò ü  â³ ä  ô îð ì è âêë þ ÷å ííÿ  ò à ð ³ âíîä ³ é íî¿  
1
P . Ç îêð å ì à, ä ë ÿ  ì îíå ò îï îä ³ áíîã î 

âêë þ ÷å ííÿ  ò îâù èíè h  îä å ð æ èì î: 

 
− λδ = + = π α

41 03

31 31

0

, .
8

a

z

qP
m h m

a
 ( 3 4 )  

Ä ë ÿ  âêë þ ÷å ííÿ  ó âèã ë ÿ ä ³  å ë ³ ï ñî¿ ä à îáå ð ò àííÿ  íàâêîë î îñ³  Z  ç ï ³ âîñÿ ì è 

,a h , ò îáò î + − −ϑ = ϑ = − ρ1 2 2
0, 2ha a  , çàì³ñòü (34) ìàòèìåìî:  

 ( )δ = + + = = α λ3 34

31 2 3 2 3 44 0 0

1

1
, , .

2 2

a

z

P qh
m m a m m m q

a a b
 (35 ) 

² íø ³ ï îñòó ï àë üí³ òà êîë îâ³ ï åð åì³ù åííÿ âêë þ ÷ åííÿ òó ò íå çàë åæ àòü â³ä 

é îã î ôîð ìè.  Â èêîð èñòàâø è ó ìîâè (4) ï ð è = 2,3k  ³ ó ìîâè (5 ), ï îäàìî ¿ õ  ó  

âèã ë ÿä³ 

 φ = =3 3

32 323

3
, ,

32

a

z

M b
m m

a

 

 
   δ φ −       = + = +             −δ φ          

11 12 21 221 2 2 1

2 2 3
2 1 1 2

, .

a a

x x

a a

y y

m m m mP M P M

P M P Ma a a a

 (36 ) 

Ò ó ò ââåäåíî ï îçíà÷ åííÿ 

 
− −
= = = =

1 21 2 11 1 22 2 12

11 12 21 22

0 0 0 0

, , , ,

l n l n l n l n
m m m m

n n n n
 

 ( )α λ= − = = + = − αλ π α22

21 0 1 0

0 1 1 21 1 2 1 1 1 1 21 0

2 0 3 0

2
, , 1 , 1 8 ,

3

a b
n n n n n n n n

b b
 

 
π α λ λ= − = =λ πα πα

2 0 1 0 2 0

21 1 2

1 0 0 0

, , .
2 4

a b b
n l l

b
 

Ñ òð èá êè íîð ìàë üíèõ  íàï ð ó æ åíü òà äîòè÷ íèõ  ï åð åì³ù åíü äë ÿ 

îñåñèìåòð è÷ íîã î âêë þ ÷ åííÿ â çàäà÷³ Â ìîæ íà ï îäàòè ó  âèã ë ÿä³ 

( ) ϕ −δ − ρ    ν ρ ϕ = + φ + ρ    β π − ρ
*2 2 2 1

1 1 1 0 0
2 2

2 1 2
2 1

2(2 )1
, R e ( ) ,

b iz
y x

b s
e s W F

b
b a

 

 ( ) ( ) − − ϕφ  ν ρ ϕ = − − ρ − + − ρ  π ρ π β 
2 2 2 221 *

3

1

2
, .

yxb is f
a a L F e a

a
 (37 ) 

Ò ó ò ââåäåíî ï îçíà÷ åííÿ 

 
( ) [ ] [ ]

−

ρ
+ +β = β = = = ℑ ρ ∂ ℑ ρ+ −∫% %

%

*

2 1 2 3 2 3 2 3

1 2 * * 0* * 2 2
4 1 2 32 1 2 2 0

, , , .
4

a

b q q q t F t d t
f L f f

q q Bb b a t
 

Ï îñòó ï àë üí³ ³ êîë îâ³ ï åð åì³ù åííÿ âêë þ ÷ åííÿ âèçíà÷ èìî ³ç ó ìîâ (4), (5 ):  

 
 φ− β β − δ = + = β = +    φ   

41 3 * * 2 1

* 22 21 11 213
2

3
, , .

8 2 2

b
b x
z b

y

q P f M
b s s b

Ma a a
 (38 ) 



1 8 2  О. Ф. К р и в и й  
Â èð àçè äë ÿ ï îñòó ï àë üíèõ  òà êîë îâèõ  ï åð åì³ù åíü ó  ð àç³ îäíîð ³äíîã î 

òð àíñâåð ñàë üíî-³çîòð îï íîã î ï ð îñòîð ó  äë ÿ îá îõ  çàäà÷  äë ÿ ìîíåòîï îä³á íîã î 
âêë þ ÷ åííÿ íàá ó äó òü âèã ë ÿäó  

 
−δ = + φ =41 3 3 3

3

3
, ,

8 32

a a

z z

q P b M
h

a a

   δ φ+ −   = =         δ φ      
1 3 411 1

3
2 21 3

3
, ,

8

a a

x x

a a

y y

b b qP M

P Mb b a a
 

 
 φ− β − δ = =    φ   

41 3 2 1

3
2

3
, .

8 2

b
b x
z b

y

q P M

Ma a
 (39 ) 

Âèñíîâêè. Ï îá ó äîâàíî ð îçâ’ ÿçîê â ÿâíîìó  âèã ë ÿä³ çàäà÷  ï ð î êð ó ã îâ³ 
âêë þ ÷ åííÿ äîâ³ë üíî¿  ôîð ìè çà á ó äü-ÿêîã î íàâàíòàæ åííÿ, ÿê³ çíàõ îäÿòüñÿ â 
ó ìîâàõ  ï îâíîã î ç÷ åï ë åííÿ (çàäà÷à À) àá î ã ë àäêîã î êîíòàêòó  (çàäà÷à Â ) ç 
ð ³çíèìè òð àíñâåð ñàë üíî-³çîòð îï íèìè ï ³âï ð îñòîð àìè.  ß ê ³ äë ÿ êó ñêîâî-

îäíîð ³äíîã î ³çîòð îï íîã î ï ð îñòîð ó , íàï ð ó æ åííÿ äë ÿ çàäà÷³  À ï ð è ρ → ± 0a  

ìàþ òü êîð åíåâó  àñèìï òîòèêó , ï ³äñèë åíó  îñö èë ÿö ³º þ  ( )α ≠
0

0 , ÿêà çíèêàº  

äë ÿ îäíîð ³äíîã î ï ð îñòîð ó ( )α =
0

0 .  Ä ë ÿ çàäà÷³  Á  ö ÿ àñèìï òîòèêà º  êîð åíåâà.  

Ï îñòó ï àë üí³ δ δ,a a
x y  òà êîë îâ³ φ φ,a a

x y  çì³ù åííÿ äë ÿ çàäà÷³  À ,  ÿê âèï ë èâàº  ³ç 

ôîð ìó ë  (36 ), çàë åæ àòü â³ä ð ³âíîä³é íèõ  íàï ð ó æ åíü òà ã îë îâíèõ  ìîìåíò³â.  
Ä ë ÿ çàäà÷³  Â , ôîð ìó ë è (38 ) ³ çà îäíîð ³äíîã î òð àíñâåð ñàë üíî-³çîòð îï íîã î 
ï ð îñòîð ó  äë ÿ îá îõ  çàäà÷ , ôîð ìó ë è (39 ), ï îñòó ï àë üí³ çì³ù åííÿ çàë åæ àòü 
ò³ë üêè â³ä â³äï îâ³äíèõ  íàï ð ó æ åíü, à êîë îâ³ – ò³ë üêè â³ä â³äï îâ³äíèõ  ìîìåí-

ò³â.  Ä ë ÿ îá îõ  çàäà÷  çà îñüîâî¿  ñèìåòð ³¿  âêë þ ÷ åíü çì³ù åííÿ δ δ,a a
x y , φ φ,a a

z z
, 

φ φ,b b
x y  íå çàë åæ àòü â³ä ôîð ìè âêë þ ÷ åííÿ.  Ä ë ÿ òîíêîã î =( 0)h  êð ó ã îâîã î 

âêë þ ÷ åííÿ δ = δa b

z z
.  Ñ ë ³ä òàêîæ  â³äì³òèòè, ù î îá èäâ³ çàäà÷ ³ äë ÿ îñåñèìåò-

ð è÷ íèõ  âêë þ ÷ åíü á ó äó òü îñåñèìåòð è÷ í³ (íå çàë åæ àòèìó òü â³ä êó òà ϕ ) ò³ë ü-

êè çà îñåñèìåòð è÷ íîã î íàâàíòàæ åííÿ.  À íàë îã ³÷ íî ìîæ íà ð îçã ë ÿäàòè é  ³íø ³ 
âèäè êîíòàêòíî¿  âçàº ìîä³¿  âêë þ ÷ åíü ³ç ï ³âï ð îñòîð àìè.  
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МЕЖФАЗНЫЕ КРУГОВЫЕ ВКЛ Ю Ч ЕНИ Я  В КУС ОЧ НО-ОД НОРОД НОМ Т РАНС ВЕРС АЛ Ь НО-
И ЗОТ РОП НОМ П РОС Т РАНС Т ВЕ 
 
Ç àäà÷ è  î êðóã îâûõ  àá ñîëþ ò íî æåñò êè õ  âêëþ ÷ åíè ÿ õ  ï ðîè ç âîëüíîé  ô îðì û, íàõ î-
äÿ ù è õ ñÿ  â óñëîâè ÿ õ  ï îëíîã î ñö åï ëåíè ÿ  è ëè  ã ëàäêîã î êîíò àêò à ñ ðàç íûì è  
ò ðàíñâåðñàëüíî-è ç îò ðîï íûì è  ï ðîñò ðàíñò âàì è , ñâåäåíû ê ñè ñò åì àì  äâóì åðíûõ  
ñè íã óëÿ ðíûõ  è íò åã ðàëüíûõ  óðàâíåíè é . Ï îëó÷ åíû ðåø åíè ÿ  óêàç àííûõ  ñè ñò åì  â 
ÿ âíîì  âè äå, ÷ ò î ï îç âîëè ëî îï ðåäåëè ò ü ï îëÿ  íàï ðÿ æåíè é  è  ñì åù åíè é  â 
îêðåñò íîñò è  âêëþ ÷ åíè é  ï ðè  ï ðîè ç âîëüíîì  íàã ðóæåíè è . Ï îëó÷ åíû ç àâè ñè ì îñò è  
ï îñò óï àò åëüíûõ  è  êðóã îâûõ  ï åðåì åù åíè é  âêëþ ÷ åíè é  îò  ðàâíîäåé ñò âóþ ù è õ  
íàã ðóæåíè é , ã ëàâíûõ  ì îì åíò îâ è  óï ðóã è õ  ñâîé ñò â ï îëóï ðîñò ðàíñò â.  
 
 
T НЕ I N T E R F A C E  C I R C U L A R  I N C L U S I O N S  I N  T H E  N O N -U N I F O R M  T R A N S V E R S A L -I S O T R O P I C  
S P A C E  
Th e  t as k s  ab o u t  t h e  c i r c u l ar  ab s o l u t e l y  r i g i d i n c l u s i o n s  o f  ar b i t r ar y  f o r m , w h i c h  ar e  
u n de r  c o n di t i o n s  o f  f u l l  c o h e s i o n  o r  s m o o t h  c o n t ac t  w i t h  t h e  n o n -u n i f o r m  t r an s v e r s al -
i s o t r o p i c  s p ac e s , ar e  r e du c e s  t o  s y s t e m s  o f  2 D  s i n g u l ar  i n t e g r at e d e q u at i o n s . Th e  e x ac t  
s o l u t i o n  o f  i n di c at e d s y s t e m s  i s  o b t ai n e d, w h i c h  al l o w s  de t e r m i n i n g  f i e l ds  o f  t e n s i o n s  
an d di s p l ac e m e n t s  i n  v i c i n i t y  o f  i n c l u s i o n s  u n de r  t h e  ar b i t r ar y  l o adi n g . Had r e c e i v e d 
t h e  de p e n de n c e  o f  t h e  o n w ar d an d c i r c u l ar  i n c l u s i o n ’ s  di s p l ac e m e n t  f r o m  t h e  r e s u l t an t  
l o adi n g s , m ai n  m o m e n t s  an d e l as t i c  p r o p e r t i e s  o f  s e m i  s p ac e s . 
 
Î ä åñü ê à  í à ö . ì îðñü ê à  à ê à ä åì ³ ÿ , Î ä åñà   Î ä åðæ à í î 
                 08.10.10 


