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ПІДХІД ДО Ч И С Е Л Ь Н ОГ О Р ОЗ В ’ Я З У В А Н Н Я  С Т А Ц ІОН А Р Н И Х З А ДА Ч  
Т Е ПЛ ОПР ОВ ІДН ОС Т І ДЛ Я  Ш А Р У В А Т И Х Т ІЛ  З  ПОР ОЖ Н И Н А М И  
ПА Р А Л Е Л Е ПІПЕ ДІА Л Ь Н ОЇ  Ф ОР М И  
 

Ïðî³ëþñòðîâàíî ï³äõ³ä äî ðîçâ’ÿçóâàííÿ òðèâèì³ðíèõ ñòàö³îíàðíèõ çàäà÷ 
òå ïëîïðîâ³äíîñò³ äëÿ ø àðóâàòèõ ò³ë ç ïîðîæ íèíàìè ïàðàëå ëå ï³ïå ä³àëü íî¿  
ô îðìè,  ÿê èé  ´ðóíòóº òü ñÿ íà âèê îðèñòàíí³ óçàã àëü íå íèõ ô óíê ö³é  ³ ô óíê ö³é  
Ã ð³íà â³äïîâ³äíèõ çàäà÷ äëÿ ñóö³ëü íèõ ø àðóâàòèõ ò³ë.  Í àâå äå íî ÷èñëîâ³ ðå -
çóëü òàòè äëÿ äâîñê ëàäîâîã î ï³âïðîñòîðó ç ïîðîæ íèíîþ,  ù î ìàº  ô îðìó ê óá à,  
çà íàã ð³âàííÿ ê îíöå íòðîâàíèì ïîòîê îì òå ïëà.  

 
Ì å ò î äè  â è ç íà ÷ å ííÿ  ç  â è ê î ðè ñ ò à ííÿ ì  ó ç à ã à ë ü íå íè õ  ô ó íê ö ³é äâ î - ³ ò ðè -

â è ì ³ðíè õ  ñ ò à ö ³î íà ðíè õ  ò å ì ï å ðà ò ó ðíè õ  ï î ë ³â  â  î äíî ð³äíè õ  ò ³ë à õ  ç  ï î ðî æ íè -
íà ì è  ï ðÿ ì î ê ó ò íî ã î  ï î ï å ðå ÷ íî ã î  ï å ðå ð³ç ó  íà â å äå íî  ðà í³ø å  [ 2 ] . Ä î  î ò ðè ì à -
íè õ  ç à äà ÷  äë ÿ  äè ô å ðå íö ³à ë ü íè õ  ð³â íÿ íü  ç  ó ç à ã à ë ü íå íè ì è  ï î õ ³äíè ì è  ³ 
ï ðà â è ì è  ÷ à ñ ò è íà ì è , ÿ ê ³ â ³ä³ã ðà þ ò ü  ðî ë ü  ç î ñ å ðå äæ å íè õ  íà  ï î â å ðõ íÿ õ  ï î ðî -
æ íè í äæ å ðå ë  ò å ï ë à  ç  íå â ³äî ì è ì è  ³íò å íñ è â íî ñ ò ÿ ì è , ç à ñ ò î ñ î â à íî  â ³äï î â ³äí³ 
³íò å ã ðà ë ü í³ ï å ðå ò â î ðå ííÿ  à á î  ô ó íäà ì å íò à ë ü í³ ðî ç â ’ ÿ ç ê è .     

Í è æ ÷ å  ç à ï ðî ï î íî â à íî  ï ³äõ ³ä äî  ç íà õ î äæ å ííÿ  ò ðè â è ì ³ðíè õ  ñ ò à ö ³î íà ð-
íè õ  ðî ç ï î ä³ë ³â  ò å ì ï å ðà ò ó ð ó  ø à ðó â à ò è õ  ò ³ë à õ  ç  ò à ê è ì è  æ  ï î ðî æ íè íà ì è , 
à ë å  ó  ¿ õ  ñ ê ë à äî â è õ . Ï ³äõ ³ä, ÿ ê è é ï å ðå äá à ÷ à º  â è ê î ðè ñ ò à ííÿ  ó ç à ã à ë ü íå íè õ  
ô ó íê ö ³é ò à  ô ó íê ö ³é Ã ð³íà  â ³äï î â ³äíè õ  ç à äà ÷  äë ÿ  ñ ó ö ³ë ü íè õ  ø à ðó â à ò è õ  ò ³ë , 
ï ðî ³ë þ ñ ò ðî â à íî  íà  ç à äà ÷ ³ ò å ï ë î ï ðî â ³äíî ñ ò ³ äë ÿ  ê ó ñ ê î â î -î äíî ð³äíî ã î  ï ³â ï ðî -
ñ ò î ðó . 

Ôîðìóëþâàííÿ çàäà÷³. Ð î ç ã ë ÿ íå ì î  â ³äíå ñ å íó  äî  äå ê à ðò î â î ¿  ñ è ñ ò å ì è  

ê î î ðäè íà ò  , ,X Y Z  î á ë à ñ ò ü , ÿ ê ó  ç à éì à þ ò ü  ³äå à ë ü íî  ê î íò à ê ò ó þ ÷ ³ ø à ð ò î â ù è -

íî þ  H  ³ ï ³â ï ðî ñ ò ³ð >Z H  ç  ï à ðà ë å ë å ï ³ï å ä³à ë ü íî þ  ï î ðî æ íè íî þ  
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ø à ðó  íà ã ð³â à º ò ü ñ ÿ  ò å ï ë î â è ì  ï î ò î ê î ì , ³íò å íñ è â í³ñ ò ü  ÿ ê î ã î  *
( , )q X Y  

( →*
( , ) 0q X Y , ÿ ê ù î  → ±∞,X Y ) . × å ðå ç  ï î â å ðõ í³ ï î ðî æ íè íè  ç ä³éñ íþ º ò ü ñ ÿ  

ê î íâ å ê ò è â íè é ò å ï ë î î á ì ³í ç  ñ å ðå äî â è ù å ì  íó ë ü î â î ¿  ò å ì ï å ðà ò ó ðè .  

 

Ðèñ. 1. Äâîñêëàäîâèé ï³âïðîñò³ð ç ïàðàëå ëå ï³ïå ä³àëü í îþ  ïîðîæ í èí îþ . 
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Ò ó ò  =x X l ; =y Y l ; =z Z l ; =a A l ; =
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0
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– ì à ê ñ è ì à ë ü íà  ³íò å íñ è â í³ñ ò ü  ò å ï ë î â î ã î  ï î ò î ê ó ; λ = λ λ(1) (2)
t t

K , α  – ê î å ô ³ö ³-

º íò  ò å ï ë î â ³ääà ÷ ³; λ( )i
t
 – ê î å ô ³ö ³º íò è  ò å ï ë î ï ðî â ³äíî ñ ò ³ ø à ðó  ³ ï ³â ï ðî ñ ò î ðó ; l  

– õ à ðà ê ò å ðíè é ðî ç ì ³ð; ã ðà ä³º íò è  ò å ì ï å ðà ò ó ðè  â ³äíî ñ ÿ ò ü ñ ÿ  äî  ò î ÷ î ê  ò ³ë , ÿ ê ³ 
ðî ç ì ³ù å í³ ó  á å ç ï î ñ å ðå äí³é á ë è ç ü ê î ñ ò ³ äî  ¿ õ  ï î â å ðõ î íü  [ 4 ] . 

Ôîðìóëþâàííÿ ç àä à÷ ³  ò å ï ëîï ðîâ³ ä íîñ ò ³  â ò å ðì³ íàõ  óç àã àëü íå íè õ  

ô óíê ö ³ é  ò à ³ íò å ã ðàëü íå  ï îä àííÿ ¿ ¿  ðîç â’ ÿç ê ó.  Ð î ç ã ë ÿ íå ì î  ô ó íê ö ³þ  ( , , )t x y z , 

ÿ ê à  ç á ³ã à º ò ü ñ ÿ  ç  ø ó ê à íè ì è  ô ó íê ö ³ÿ ì è  ó  â ³äï î â ³äíè õ  î á ë à ñ ò ÿ õ  ³ äî ð³â íþ º  
íó ë þ  â  î á ë à ñ ò ³, ù î  ç à éì à º  ï î ðî æ íè íà , ò î á ò î   
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( ) [ ( ) ( )]M x S x a S x a a , = − − − −

2 0
( ) [ ( ) ( )]M y S y b S y b b ,  

= − − − −
3 0
( ) [ ( ) ( )]M z S z c S z c c ; ς( )S  – ô ó íê ö ³ÿ  Ã å â ³ñ à éäà . 

Î ò ðè ì à º ì î  ð³â íÿ ííÿ  äë ÿ  ¿ ¿  â è ç íà ÷ å ííÿ . Ä ë ÿ  ö ü î ã î  â è ê î ðè ñ ò à º ì î  
ð³â íÿ ííÿ  ç  ê ë à ñ è ÷ íè ì è  ï î õ ³äíè ì è  

∆ = 0t ,                 (6 )  

ç  ÿ ê î ã î , ÿ ê  ë å ã ê î  ï å ðå ê î íà ò è ñ ÿ , â è ï ë è â à º  ñ è ñ ò å ì à  ð³â íÿ íü  (1 ) . 
Ï å ðå éäå ì î  ó  ð³â íÿ íí³ (6 )  äî  ó ç à ã à ë ü íå íè õ  ï î õ ³äíè õ . Â ðà õ î â ó þ ÷ è  ï ðà -

â è ë î  äè ô å ðå íö ³þ â à ííÿ  ô ó íê ö ³é [ 1 ] , ù î  ì à þ ò ü  ðî ç ðè â  ï å ðø î ã î  ðî äó , ò à  
ó ì î â è  (2 ) , (4 ) , ç íà éäå ì î :  
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Ä î ä à ì î  ï î ÷ ë å í í î  ð ³â í î ñ ò ³ ( 7 ) ç  ó ð à õ ó â à í í ÿ ì  ( 6 ). Ó  ð å ç ó ë ü ò à ò ³ î ä å ð æ èì î  
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Ð î ç â ’ ÿ ç î ê  ö ü î ã î  ð ³â í ÿ í í ÿ , ù î  ç à ä î â î ë ü í ÿ º  ê ð à é î â ³ ó ì î â è 
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( , )
z

qt
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z K
,  → 0t , ÿ ê ù î  → ±∞,x y ,  → 0t , ÿ ê ù î  → ∞z ,  ( 1 0 ) 

ÿ ê ³ â èï ë èâ à þ ò ü  ç  ( 3 ), ( 5 ), ï î ä à ì î  â  ³í ò å ã ð à ë ü í ³é  ô î ð ì ³ [ 7 ] : 
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Çâåäåííÿ çàäà÷³ äî ñèñòåìè ë³í³éíèõ àëãåáðè÷íèõ ð³âíÿíü. Ð î ç ³ á ’ º ì î  
ï î âå ð õ í ³  ï î ð î æ í è í è  í à  å ë å ì å í ò à ð í ³  ï ð ÿ ì î ê ó ò í è ê è . Â ³ ä ï î â³ ä í ³  î á ë à ñ ò ³  âè -

ç í à ÷ è ì î  ï à ð à ì è  í å ð ³ âí î ñ ò å é :  − ≤ ≤
1i i

x x x , = 1,
x

i n ; 
−

≤ ≤
1j jy y y , = 1,

y
j n ; 

−
≤ ≤

1k k
z z z , = 1,

z
k n . Ò ó ò  =

0
x a , = +

0
x

n
x a a ; =

0
y b , = +

0
y

n
y b b ; =

0
z c , 

= +
0

z
n
z c c ; 

x
n ,

y
n

z
n  – ê ³ ë ü ê ³ ñ ò ü  å ë å ì å í ò à ð í è õ  â³ ä ð ³ ç ê ³ â, í à  ÿ ê ³  ð î ç á è ò ³  

â³ ä ï î â³ ä í ³  ñ ò î ð î í è  ï à ð à ë å ë å ï ³ ï å ä à . Ç à ì ³ í è âø è  ô ó í ê ö ³ þ  
2
( )t M  í à  â³ ä ï î â³ ä -

í è õ  ï î âå ð õ í ÿ õ  í à  ê î æ í î ì ó  ç  ï ð ÿ ì î ê ó ò í è ê ³ â ¿ ¿  ñ å ð å ä í ³ ì  ç í à ÷ å í í ÿ ì , ç î ê ð å ì à  
ç í à ÷ å í í ÿ ì  ó  ö å í ò ð ³  ï ð ÿ ì î ê ó ò í è ê à , ç  ( 1 4 )  î ä å ð æ è ì î :  

π ≈ π −
0 0

2 ( ) 2 ( )
p p

p p
t M T M  

− −
= =

=

 ∂ − − γ + − ∂ ∑∑ ∫ ∫
1 1

*

2 0*

2 2 0

1 1

( , )
( 0 , , ) ( , )

jkyz

k j

yznn
pj k

s s p
k j z y x a

G M M
t a y z G M M d y d z

x
 

− −
= = = +

 ∂ − + + γ − − ∂ ∑∑ ∫ ∫
1 1

0

*

2 0*

2 0 2 0

1 1

( , )
( 0 , , ) ( , )

jkyz

k j

yznn
pj k

s s p
k j z y x a a

G M M
t a a y z G M M d y d z

x
 

− −
= =

=

 ∂ − − γ + − ∂ ∑∑ ∫ ∫
1 1

*

2 0*

2 2 0

1 1

( , )
( , , 0 ) ( , )

jy ix

i j

yn xn
pi j

s s p

i j x y z c

G M M
t x y c G M M d y d x

z
 

− −
= = = +

 ∂ − + + γ − − ∂ ∑∑ ∫ ∫
1 1

0

*

2 0*

2 0 2 0

1 1

( , )
( , , 0 ) ( , )

jy ix

i j

yn xn
pi j

s s p

i j x y z c c

G M M
t x y c c G M M dydx

z
 

− −
= =

=

 ∂ − − γ + − ∂ ∑∑ ∫ ∫
1 1

*

2 0*

2 2 0

1 1

( , )
( , 0 , ) ( , )

k iz x

k i

z xn n
pi k

s s p
k i z x y b

G M M
t x b z G M M d x d z

y
 

− −
= = = +

 ∂ − + + γ − ∂ ∑∑ ∫ ∫
1 1

0

*

2 0*

2 0 2 0

1 1

( , )
( , 0 , ) ( , )

k iz x

k i

z xn n
pi k

s s p
k i z x y b b

G M M
t x b b z G M M d x d z

y
, (1 6 )  

ä å  
−

= +
1

( ) 2
i

s i i
x x x ; 

−
= +

1
( ) 2

j
s j iy y y ;  

−
= +

1
( ) 2

k

s k k
z z z . 

Î á ÷ è ñ ë þ þ ÷ è  â ³ ä ï î â ³ ä í ³  ³ í ò å ã ð à ë è , ç í à õ î ä è ì î :  

π ≈ π −
0 0

2 ( ) 2 ( )
p p

p p
t M T M  

= = = =

− − − + + −∑∑ ∑∑ 0

2 0 2 0 0

1 1 1 1

( 0, , ) ( ) ( 0, , ) ( )
y yz z

n nn n
p aj k p a j k

s s s sj k j k
k j k j

t a y z K M t a a y z K M  

= = = =

− − − + + −∑∑ ∑∑ 0

2 0 2 0 0

1 1 1 1

( , , 0) ( ) ( , , 0) ( )

y yx x
n nn n

p ci j p c i j
s s j i s s j i

i j i j

t x y c K M t x y c c K M  

= = = =

− − − + +∑∑ ∑∑ 0

2 0 2 0 0

1 1 1 1

( , 0, ) ( ) ( , 0, ) ( )
z zx x

n nn n
p bi k p b i k

s s s si k i k
k i k i

t x b z K M t x b b z K M ,   (1 7 )  

ä å  

= γ +
0 0 0 0 0 0 0

( ) ( , , , ) ( , , , )
pa px px
j k j k j kK M I a x y z J a x y z ; 
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= γ + − +0

0 0 0 0 0 0 0 0 0
( ) ( , , , ) ( , , , )

pa px px
j k j k j kK M I a a x y z J a a x y z ; 

= γ +
0 0 0 0 0 0 0

( ) ( , , , ) ( , , , )
pc pz pz
j i j i j iK M I x y c z J x y c z ; 

= γ + − +0

0 0 0 0 0 0 0 0 0
( ) ( , , , ) ( , , , )

pc pz pz
j i j i j iK M I x y c c z J x y c c z ; 

= γ +
0 0 0 0 0 0 0

( ) ( , , , ) ( , , , )
py pypb

i k i k i kK M I x b y z J x b y z ; 

= γ + − +0

0 0 0 0 0 0 0 0 0
( ) ( , , , ) ( , , , )

pb py py
j i j ii kK M I x b b y z J x b b y z ; 

− −

= =∫ ∫
1 1

2 *

0 0 0 22 0
( , , , ) ( , )

jk

k j

yz

x
j k

z y

I x x y z G M M dydz  

∞ ∞
η = − η = + ξ η = + ξ= =

= − υ υ + υ∑ ∑
0 4 3

0 0
n n

x n x n x
j k j k j kz z z z

n n

D D D ; 

− −

∂= =∂∫ ∫
1 1

*

2 22 0

0 0 0

( , )
( , , , )

j k

j k

y z

x
j k

y z

G M M
J x x y z dzdy

x
 

−
−

∞ ∞
η = − η = + ξ η = + ξ

= =

 = − ϕ − υ υ ϕ + υ ϕ  ∑ ∑
0 4 3

1
1

1 1 1

0 0

j
k

n n

k
j

y
z

n n

z z z z

n n z
y

; 

− −

= =∫ ∫
1 1

2 *

0 0 0 22 0
( , , , ) ( , )

k i

k i

z x

y
k i

z x

I x y y z G M M dxdz  

∞ ∞

η = − η = + ξ η = + ξ= =
= − υ υ + υ∑ ∑

0 4 3
0 0

n n

y y yn n
k i k i k iz z z z

n n

D D D ; 

− −

∂= =∂∫ ∫
1 1

*

2 22 0

0 0 0

( , )
( , , , )

ki

i k

zx

y
k i

x z

G M M
J x x y z dzdx

y
 

−
−

∞ ∞
η = − η = + ξ η = + ξ

= =

 = − ϕ − υ υ ϕ + υ ϕ  ∑ ∑
0 4 4

1
1

2 2 2

0 0

i
k

n n

k
i

x
z

n n

z z z z

n n z
x

; 

− −

= =∫ ∫
1 1

2 *

0 0 0 22 0
( , , , ) ( , )

ji

i j

yx

z
j i

x y

I x y z z G M M dydx  

∞ ∞
η = − η = + ξ η = + ξ= =

= − υ υ + υ∑ ∑
0 4 3

0 0
n n

z n z n z
j i j i j iz z z z

n n

D D D ; 

− −

∂= =∂∫ ∫
1 1

*

2 22 0

0 0 0

( , )
( , , , )

j i

j i

y x

z
j i

y x

G M M
J x y z z d x d y

z
 

−
−

∞ ∞
η = − η = + ξ η = + ξ

= =

 = − ϕ − υ υ ϕ + υ ϕ  ∑ ∑
0 4 3

1
1

3 3 3

0 0

j
i

n n

i
j

y
x

n n

z z z z

n n x
y

; 

− −

∞
λ η = + ξ η = + ξ=

 = = υ +  ∑∫ ∫
5 3

1 1

1 * *

0 0 0 2 1 0

0

( , , , ) ( , )

jk

n n
k j

yz

x n x x
j k j k j kz z

nz y

I x x y z G M M dydz K D D ; 
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− −

∂= =∂∫ ∫
1 1

*

1 2 1 0

0 0 0

( , )
( , , , )

j k

j k

y z

x
j k

y z

G M M
J x x y z d z d y

x
 

−
−

∞
λ η = + ξ η = + ξ

=
 = − υ ϕ + ϕ ∑

5 3

1
1

*

1 1

0

j
k

n n

k
j

y
z

n

z z

n z
y

K ; 

− −

∞
λ η = + ξ η = + ξ=

 = = υ +  ∑∫ ∫
5 3

1 1

1 * *

0 0 0 2 1 0

0

( , , , ) ( , )

k i

n n

k i

z x

y y yn
k i k i k iz z

nz x

I x y y z G M M dxdz K D D ; 

− −

∂= =∂∫ ∫
1 1

*

1 2 1 0

0 0 0

( , )
( , , , )

ki

i k

zx

y
k i

x z

G M M
J x x y z dzdx

y
 

−
−

∞
λ η = + ξ η = + ξ

=
 = − υ ϕ + ϕ ∑

5 3

1
1

*

2 2

0

i
k

n n

k
i

x
z

n

z z

n z
x

K ; 

− −

∞
λ η = + ξ η = + ξ=

 = = υ +  ∑∫ ∫
5 3

1 1

1 * *

0 0 0 2 1 0

0

( , , , ) ( , )

ji

n n

i j

yx

z n z z
j i j i j iz z

nx y

I x y z z G M M dydx K D D ; 

− −

∂= =∂∫ ∫
1 1

*

1 2 1 0

0 0 0

( , )
( , , , )

j i

j i

y x

z
j i

y x

G M M
J x y z z d x d y

z
 

−
−

∞
λ η = + ξ η = + ξ

=
 = − υ ϕ + ϕ ∑

5 3

1
1

*

3 3

0

j
i

n n

i
j

y
x

n

z z

n x
y

K ; 

−

= Ψ∫
1

k

k

z

x
j k j

z

D dz ,   

−

= Ψ∫
1

i

i

x

z
j i j

x

D dx ,   

−

=

− =

− +
Ψ = − +

1

0

1 0

ln
j

j

j y y

j
j y y

y y R

y y R
; 

−

= Ψ∫
1

k

k

z

y y
ik i

z

D dz ,   

−

=

− =

− +
Ψ = − +

1

0

1 0

ln
i

i

i x xy
i

i x x

x x R

x x R
; 

η −
ϕ = −

0

1

0

( )
a r c t g

( )

y y

x x R
, 

η −
ϕ = −

0

2

0

( )
a r c t g

( )

x x

y y R
, 

− −
ϕ = η

0 0

3

( )( )
a r c t g

x x y y

R
. 

Ñ å ð å ä í ³  ç í à ÷ å í í ÿ  ô ó í ê ö ³ ¿ ¿  
2 0
( )t M í à  ê î æ í î ì ó  ï ð ÿ ì î ê ó ò í è ê ó  ç í à õ î ä è ì î  

ç ³  ñè ñò å ì è  ë ³ í ³ é í è õ  à ë ã å á ð è ÷ í è õ  ð ³ â í ÿ í ü , ÿ ê ó  î ò ð è ì à º ì î  ç ³  ñï ³ â â ³ ä í î ø å í ü  

( 1 7 )  ï ð è  = 2p  ó  ð å ç ó ë ü ò à ò ³  ï î ñë ³ ä î â í î ã î  ï ³ ä ñò à â ë ÿ í í ÿ  ç à ì ³ ñò ü  ¿ ¿  à ð ã ó ì å í ò ³ â  

ê î î ð ä è í à ò  ö å í ò ð ³ â  â ³ ä ï î â ³ ä í è õ  ï ð ÿ ì î ê ó ò í è ê ³ â .  

×èñëîâèé ïðèêëàä. Í å õ à é  
− − + −

=
2 2

[( ) ( ) ]*
0( , ) c c c

k x x y y
q x y q e , ä å  =

2

c c
k k l ,

c
k  – 

ê î å ô ³ ö ³ º í ò  ç î ñå ð å ä æ å í î ñò ³  [ 3 ] ; =
c c

x X l , =c cy Y l , cX , 
c
Y  – ê î î ð ä è í à ò è  

ö å í ò ð à  ï ë ÿ ì è  í à ã ð ³ â ó . Ç à  ò à ê î ã î  ð î ç ï î ä ³ ë ó  ³ í ò å í ñè â í î ñò ³  ò å ï ë î â î ã î  ï î ò î ê ó  

â è ç í à ÷ å í í ÿ  
0

( )
p

T M  ç â å ä å ì î  ä î  î á ÷ è ñë å í í ÿ  ³ í ò å ã ð à ë à  

∞ ∞
− − + −

− ∞ − ∞

η = ∫ ∫ 2 2
[( ) ( ) ]*

0 0

1
( , , ) c c c

k x x y y
T x y e d x d y

R
.                 ( 1 8 )  

Ç ð î á è â ø è  ó  ( 1 8 )  ç à ì ³ í è  = ϕ +cos
c

x r x , = ϕ +sin
c

y r y , = ϕ +
0 0 0

cos
c

x r x , 

= ϕ +
0 0

sin
c

y r y , î ä å ð æ è ì î : 
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∞ ∞ ∞ π

− − + − −

− ∞ − ∞

ϕ= =
+ − ϕ − ϕ + η∫ ∫ ∫ ∫2 2 2

2
[ ( ) ( ) ]

2 2 2
0 0 0 0 0

1

2 c o s ( )

c c c c
k x x y y k r d

e dx dy r e dr
R r r r r

 

= η
0

( , )H r . 

Ò ó ò  ç ã ³ ä í î ç  ï ð à ö å þ  [ 8]  
∞

−η =
+ + η∫ 2

0
2 2

0 0

( )
( , ) 4

( )

c
k r k dr

H r re

r r

K
               ( 19)  

à á î, â ð à õ ó â à â ø è  
∞

− η ξπ= + + η ξ ξ ξ∫2 2
0 0 0 0

0

( ) ( ) ( ) ( )
2

k r r e J r J r dK ,   
∞

− − ξξ =∫ 2 2
(4 )

0

0

1
( )

2
c c

k r k

c

re J r dr e
k

, 

∞
− ξ − η ξπη = ξ ξ∫ 2

( 4 )

0 0 0

0

( , ) ( )c
k

c

H r e e J r d
k

,                    ( 20)  

ä å  =
+ + η

2 0

2 2

0

4

( )

rr
k

r r

;   ( )kK  – å ë ³ ï ò è ÷í è é  ³ í ò å ã ð à ë  ï å ð ø îã î ð îä ó ;  ζ
0
( )J  – 

ô ó í ê ö ³ ÿ  Á å ñ ñ å ë ÿ  í ó ë ü îâ îã î ï îð ÿ ä ê ó . 
Ò îä ³  ç  ( 15)  í à  îñ í îâ ³  ( 19) , îò ð è ì à º ì î: 

∞

λ =

 = + υ υ ξ + ξ π  ∑* * *0

1 0 0 0 0 0 0 1 0 0 2

0

2
( ) ( , , ) [ ( , , ) ( , , ) ]

n

n n

n

q
T M T x y z T x y T x y

K
, 

∞

λ
=

= υ ξπ ∑* *0

2 0 0 0 3

0

( ) ( , , )
n

n

n

q
T M K T x y ,          ( 21)  

ä å  

= − + −
η = η 2 2

0 0 0

*
0 0 0 ( ) ( )

( , , ) ( , )
c c

r x x y y
T x y H r ,                                ( 22)  

ç  ô îð ì ó ë è  ( 20)   
∞ − ξ − − ξ +− ξ− ξ

− ξλ
 += + υ × − υ ∫ 2 0 0

0

(2 ) (2 )
( 4 )0

1 0 2

0

( )
2 1

c

h z h z
zk

h
c

q e e
T M e e

k K e
 

( )× ξ − + − ξ2 2

0 0 0
( ) ( )

c c
J x x y y d , 

( )∞ − ξ − ξλ
− ξ= ξ − + − ξ− υ∫

2

0
* ( 4 )

2 20
2 0 0 0 02

0

( ) ( ) ( )
1

c
k z

c ch
c

q K e
T M J x x y y d

k e
,        ( 23 )  

ï ð è ÷îì ó  
∞

= =
λ =

 π= + υ υ ξ + ξ  ∑
0 0

0
1 0 0 1 2,

0

( ) ( ) [ ( ) ( )]
2c c

n

c n c n cx x y y
c n

q
T M f z k f k f k

K k
,    

∞

λ= =
=

π= υ ξ∑
0 0

*

2 0 0 3,
0

( ) ( )
c c

n

n cx x y y
c n

T M q K f k
k

,    η = η η2
( ) exp( ) ( )f erfc .   ( 24)  

Ê ð ³ ì  ò îã î, í à  îñ í îâ ³  ( 20) , ÿ ê ù î η = 0 , â ³ ä ï îâ ³ ä í î ç í à õ îä è ì î: 

( ) −π
= π

2

0
22

0 0 0

1
( , 0 )

2
c

k r

c

c

H r I k r e
k

,               ( 25)  

( ) −

= − + −

π  = π   
2

0

2 2

0 0 0

2* 2
0 0 0 0

( ) ( )

1
( , , 0 )

2
c

c c

k r

c
c r x x y y

T x y I k r e
k

,     ( 26)  

ä å ζ
0
( )I  – ì îä è ô ³ ê îâ à í à  ô ó í ê ö ³ ÿ  Á å ñ ñ å ë ÿ  í ó ë ü îâ îã î ï îð ÿ ä ê ó . 
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Ï ³ ä ð à õ îâ ó â à ë è  ï ð è  λ = 0 . 4K , = 1
c

l k , = 0.5h , = = 0a b , = 0.8c , 

= =
0 0

a b =
0

0.5c . Ä ë ÿ  ÷è ñ ë îâ îã î ³ í ò å ã ð ó â à í í ÿ  â è ê îð è ñ ò îâ ó â à ë è  ô îð ì ó ë è  

¥à ó ñ à . 
Ä îñ ë ³ ä æ ó â à ë è  ò î÷í ³ ñ ò ü  ð îç â ’ ÿ ç ê ó  ç à ë å æ í î â ³ ä  ê ³ ë ü ê îñ ò ³  å ë å ì å í ò à ð í è õ  

ê â à ä ð à ò ³ â , í à  ÿ ê ³  ð îç á è â à ë è  ï îâ å ð õ í ³  ê ó á à . Â ñ ò à í îâ è ë è , ù î ï ð è  ï ³ ä õ îä ³  ä î 
ï îâ å ð õ í ³  ï îð îæ í è ì è  ä ë ÿ  ä îñ ÿ ã í å í í ÿ  í å îá õ ³ ä í î¿  ò î÷í îñ ò ³  ï îò ð ³ á í î ç á ³ ë ü -
ø ó â à ò è  ê ³ ë ü ê ³ ñ ò ü  ð îç á è ò ò ³ â . Î ä í à ê  ä à í ³  ò à á ë è ö ³ , ä å  í à â å ä å í î ð å ç ó ë ü ò à ò è  
îá ÷è ñ ë å í ü  á å ç ð îç ì ³ ð í î¿  ò å ì ï å ð à ò ó ð è  θ =

0
t q  ï ð è  =

0
0.27272x , =

0
0 . 25y  ³  

ð ³ ç í è õ  ç í à ÷å í ü  
0
z , ç à ñ â ³ ä ÷ó þ ò ü , ù î â  ø à ð ³  ä ë ÿ  ä îñ ÿ ã í å í í ÿ  ò î÷í îñ ò ³  ç  ò ð ü î-

ì à  ç í à ÷ó ù è ì è  ö è ô ð à ì è  ä îñ ò à ò í ü î îá ì å æ è ò è ñ ÿ  ÷îò è ð ì à  ð îç á è ò ò ÿ ì è  ñ ò îð ³ í  
ê â à ä ð à ò à . 

 

= =
x y z

n n n  
0
z  

2 4 6 8 10 

0.0 1.3 0967 1.3 0829 1.3 0821 1.3 0827 1.3 083 5 

0.25 0.76550 0.76415 0.76409 0.76418 0.76428 

− 0h  0.29684 0.2963 7 0.29656 0.29677 0.29694 

+ 0h  0.29684 0.2963 7 0.29656 0.29677 0.29694 

0.60 0.21498 0.21566 0.21609 0.2163 9 0.21661 

0.70 0.11741 0.12211 0.123 16 0.123 70 0.12404 

0.75 0.06109 0.07025 0.07175 0.07247 0.07289 

0.78 0.02455 0.03 811 0.03 967 0.04054 0.04104 

0.79 0.01079 0.02796 0.02861 0.02965 0.03 03 6 

 
Ð îç ï îä ³ ë  á å ç ð îç ì ³ ð í è õ  ò å ì ï å ð à ò ó ð  ó  ï ë îù è í ³  =

0
0 . 25y ä ë ÿ  ð ³ ç í è õ  ç í à -

÷å í ü  
0
z  ï ð è  γ = 50; 0.05 ï îê à ç à í î â ³ ä ï îâ ³ ä í î í à  ð è ñ . 2à–ã, à  ä ë ÿ  ñ ó ö ³ ë ü í îã î 

ï ³ â ï ð îñ ò îð ó , ò îá ò î ê îë è  â ³ ä ñ ó ò í ÿ  ï îð îæ í è í à  – í à  ð è ñ . 2. Ê ð è â ³  1–14  â ³ ä ï îâ ³ -
ä à þ ò ü  ç í à ÷å í í ÿ ì  =

0
0 ;z  0.25;  0.5;  0.6 ;  0.7 ;  0.7 8 ;  0.9 ;  1 .0;  1 .2;  1.35;  1 . 7 ;   

2.1 ; 2.5;  3.0 .  

ß ê  á à ÷è ì î, í à é ³ ñ ò îò í ³ ø å  ï îð îæ í è í à  â ï ë è â à º  í à  ÿ ê ³ ñ í è é  õ à ð à ê ò å ð  
ï îâ å ä ³ í ê è  â  ¿ ¿  ï ð è ï îâ å ð õ í å â è õ  îá ë à ñ ò ÿ õ , ï ð è ÷îì ó  ç à  á ³ ë ü ø îã î ³  ì å í ø îã î 
ç í à ÷å í ü  γ  ö å  ï ð îÿ â ë ÿ º ò ü ñ ÿ  ï î-ð ³ ç í îì ó . Ç  â ³ ä ä à ë å í í ÿ ì  â ³ ä  ï îð îæ í è í è  ð îç -
ï îä ³ ë è  ò å ì ï å ð à ò ó ð  ä ë ÿ  ì å í ø îã î ç í à ÷å í í ÿ  γ  ³  ó  ñ ó ö ³ ë ü í îì ó  ï ³ â ï ð îñ ò îð ³  
ï ð à ê ò è ÷í î ç á ³ ã à þ ò ü ñ ÿ . 

Ó  ï îä à ë ü ø îì ó  í à  îñ í îâ ³  îä å ð æ à í îã î í à á ë è æ å í îã î ð îç â ’ ÿ ç ê ó  ò ð è â è -
ì ³ ð í î¿  ñ ò à ö ³ îí à ð í î¿  ç à ä à ÷³  ò å ï ë îï ð îâ ³ ä í îñ ò ³  ä ë ÿ  ä â îñ ê ë à ä îâ îã î ï ³ â ï ð îñ ò îð ó  
ç  ï à ð à ë å ë å ï ³ ï å ä ³ à ë ü í îþ  ï îð îæ í è í îþ  ä îö ³ ë ü í î â è ê îí à ò è  â ³ ä ï îâ ³ ä í ³  ä îñ ë ³ -
ä æ å í í ÿ  ä ë ÿ  ø è ð îê îã î ä ³ à ï à ç îí ó  ò å ï ë îô ³ ç è ÷í è õ  ò à  ã å îì å ò ð è ÷í è õ  õ à ð à ê ò å -
ð è ñ ò è ê , â  ò îì ó  ÷è ñ ë ³  ä ë ÿ  ì à ë è õ  ò îâ ù è í  ø à ð ó .  

Ç à ï ð îï îí îâ à í è é  ï ³ ä õ ³ ä  ì îæ í à  ç à ñ ò îñ ó â à ò è  ä ë ÿ  â è ç í à ÷å í í ÿ  ï ð îñ ò îð îâ è õ  
ñ ò à ö ³ îí à ð í è õ  ð îç ï îä ³ ë ³ â  ò å ì ï å ð à ò ó ð  ç  ò à ê è ì è  æ  ï îð îæ í è í à ì è  â  ø à ð ó â à ò è õ  
ò ³ ë à õ  ç  á ³ ë ü ø îþ  ê ³ ë ü ê ³ ñ ò þ  ñ ê ë à ä îâ è õ , ÿ ê ù î â è ê îð è ñ ò à ò è  ô ó í ê ö ³ ¿  Ã ð ³ í à  
â ³ ä ï îâ ³ ä í è õ  ç à ä à ÷ ä ë ÿ  ñ ó ö ³ ë ü í è õ  ø à ð ó â à ò è õ  ò ³ ë  [ 6] . 
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Ð èñ . 2 . Ð î ç ï î ä ³ ë  á å ç ð î ç ì ³ ð í èõ  ò å ì ï å ð à ò ó ð  

ó  ï ë î ù èí ³  =
0

0 . 25y ä ë ÿ  ð ³ ç í èõ  ç í à ÷ å í ü  

0
z  ï ð è γ = 50 (à, á )  ³  0.05 (â, ã )  ò à  ä ë ÿ  

ñ ó ö ³ ë ü í î ã î  ï ³ â ï ð î ñ ò î ð ó  (ä) . 
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1. Â ëàäèìèð îâ Â .  Ñ .  Î á î á ù å í í û å  ô ó í ê ö èè â  ì à ò å ì à ò è÷ å ñ ê î é  ô èç èê å . – Ì .:  

Í à ó ê à , 1 9 7 9 . – 3 2 0  ñ . 

2. Ê îëÿ íî Þ .  Ì .  Ì å ò î ä û  ò å ï ë î ï ð î â î ä í î ñ ò è è ò å ð ì î ó ï ð ó ã î ñ ò è í å î ä í î ð î ä í î ã î  
ò å ë à . – Ê .:  Í à ó ê . ä ó ì ê à , 1 9 9 2 . – 2 8 0  ñ . 

3 . Ë àç åð íàÿ  è ý ë å ê ò ð î í í î -ë ó ÷ å â à ÿ  î á ð à á î ò ê à  ì à ò å ð èà ë î â :  Ñ ï ð à â . /  Í . Í . Ð û ê à -
ë èí ,  
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ò å ï ë î ï ð î â ³ ä í î ñ ò ³  ä ë ÿ  ê ó ñ ê î â î -î ä í î ð ³ ä í î ã î  ò ð à í ñ â å ð ñ à ë ü í î -³ ç î ò ð î ï í î ã î  ï ð î ñ ò î -

ð ó  / /  Â ³ ñ í èê  Ëü â ³ â . ó í -ò ó . Ñ å ð . ì å õ .-ì à ò . – 2 0 0 0 . – 57. – Ñ . 1 7 0 –1 7 5 . 

6. Ï ð îö þ ê Á .  Â .  Ô ó í ê ö ³ ¿  Ã ð ³ í à  ñ ò à ö ³ î í à ð í èõ  ç à ä à ÷  ò å ï ë î ï ð î â ³ ä í î ñ ò ³  ä ë ÿ  ò ð à í ñ -
â å ð ñ à ë ü í î - ³ ç î ò ð î ï í èõ  ò ³ ë  / /  Ì à ò . ì å ò î ä è ò à  ô ³ ç .- ì å õ . ï î ë ÿ . – 2 0 0 0 . – 4 3 ,  
¹  3 . – Ñ . 8 0 –8 8 . 

7. Ï ð îö þ ê Á .  Â .  Ì î ä å ë þ â à í í ÿ  ò à  â èç í à ÷ å í í ÿ  ç  â èê î ð èñ ò à í í ÿ ì  ï î á ó ä î â à í èõ  
ô ó í ê ö ³ é  Ã ð ³ í à  ò å ð ì î ï ð ó æ í î ã î  ñ ò à í ó  ø à ð ó â à ò èõ  ò ³ ë :  Àâ ò î ð å ô . ä èñ .  . . . ä -ð à . 
ô ³ ç .-ì à ò . í à ó ê . – Ëü â ³ â , 2 0 0 6 .  

8. Ï ð óäíèêîâ À .  Ï . , Á ð û÷ êîâ Þ .  À . , Ì àð è÷ åâ Î .  È .  È í ò å ã ð à ë û  è ð ÿ ä û . Ñ ï å ö è-
à ë ü í û å  ô ó í ê ö èè. – Ì .:  Í à ó ê à , 1 9 8 3 . – 7 5 0  ñ . 
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Ï ð îèëëþ ñòð èð îâàí ï îäõ îä ê ð åø åíèþ  òð åõ ìåð íûõ  ñòàö èîíàð íûõ  ç àäà÷  òåï ëî-
ï ð îâîäíîñòè äëÿ  ñëîèñòûõ  òåë ñ ï îëîñòÿ ìè ï àð àëëåëåï èï åäèàëü íîé ô îð ìû, 
êîòîð ûé îñíîâàí íà èñï îëü ç îâàíèè îáîáù åííûõ  ô óíêö èé è ô óíêö èé Ã ð èíà ñîîò-
âåòñòâóþ ù èõ  ç àäà÷  äëÿ  ñï ëîø íûõ  ñëîèñòûõ  òåë.  Ï ð èâåäåíû ÷ èñëåííûå ð åç óëü -
òàòû äëÿ  äâóõ ñîñòàâíîã î ï îëóï ð îñòð àíñòâà ñ ï îëîñòü þ , èìåþ ù åé ô îð ìó êóáà, 
ï ð è íàã ð åâå êîíö åíòð èð îâàííûì ï îòîêîì òåï ëà.  
 
 
N U M E R I C A L  A P P R O A C H  T O  S O L V I N G  S T A T I O N A R Y  H E A T  C O N D U C T I O N  P R O B L E M S  F O R  
L A Y E R  B O D I E S  W I T H  A V I T I E S  P A R A L L E L E P I P E D  F O R M  
 
A n  a p p r o a c h  t o  s o l v in g  t h e  3 D  s t a t io n a r y  h e a t  c o n d u c t io n  p r o b l e m s  f o r  l a y e r  b o d ie s  
w it h  c a v it ie s  o f  p a r a l l e l e p ip e d  f o r m  is  il l u s t r a t e d .  T h e  a p p r o a c h  is  b a s e d  o n  u t il iz a t io n  
o f  t h e  g e n e r a l iz e d  f u n c t io n s  a n d  G r e e n ’ s  f u n c t io n s  o f  t h e  c o r r e s p o n d in g  p r o b l e m s  f o r  
s o l id  l a y e r  b o d ie s .  T h e  n u m e r ic a l  r e s u l t s  f o r  a  t w o -c o m p o n e n t  h a l f -s p a c e  w it h  c a v it y  o f  
a  c u b e  f o r m  u n d e r  h e a t in g  b y  c o n c e n t r a t e d  h e a t  f l u x  a r e  p r e s e n t e d .         
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