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ЧИСЛОВЕ ДОСЛІДЖЕННЯ Т ЕР М ОП ЛА СТ ИЧНОСТ І У  Р ОТ ОР І П А Р ОВОЇ  
Т У Р Б ІНИ З А  Т ЕОР ІЄ Ю  П ЛА СТ ИЧНОГ О Т ЕЧІННЯ 
 

Äîñë³äæåíî íàáëèæåíå ðîçâ’ÿçóâàííÿ íåñòàö³îíàðíих íåë³í³é íих çàäàч òåï ëî-

ï ðîâ³äíîñò³ і  т е р м о п л а с т ичн о с т і  д л я  с у ц і л ь н о г о  р о т о р а  п а р о в о ї  т у р б і н и.  Д л я  л і н е а р и-
з а ц і ї  ц их з а д а ч з а с т о с о в а н о  м е т о д  Í ü þ òîíà–Ð àô ñîíà .  П л а с т ичн і  д е ф о р м а ц і ї  о б чис -
л е н о  з а  т е о р і є ю  п л а с т ичн о г о  т е чі н н я .  Н а  о с н о в і  м е т о д у  п р о м і ж н о ї  т о чк и п о б у д о в а н о  
б е з у м о в н о  с т і й к у  чис л о в у  с хе м у  д ис к р е т из а ц і ї  з а д а чі  т е р м о п л а с т ичн о с т і .  П о р і в н я н о  
чис л о в і  р е з у л ь т а т и р о з в ’ я з у в а н н я  з а д а чі  і з  р е з у л ь т а т а м и,  н а в е д е н им и у  п р а ц я х [ 1 ,  8 ] з а  
т е о р і є ю  м а л их п р у ж н о -п л а с т ичн их д е ф о р м а ц і й .  

 
 Í åë³í ³é í ³ ç à äà ÷ ³ â è ç í à ÷ åí í ÿ  ò åð ì î ï ð óæ í î ï ëà ñ ò è ÷ í î ã î  í à ï ð óæ åí î -äå-
ô î ð ì î â à í î ã î  ñ ò à í ó (Í Ä Ñ) ³ç  óð à õ óâ à í í ÿ ì  ç à ëåæ í î ñ ò ³ ò åï ëî ô ³ç è ÷ í è õ  ³ 
ì åõ à í ³÷ í è õ  õ à ð à ê ò åð è ñ ò è ê  ì à ò åð ³à ëó â ³ä ò åì ï åð à ò óð è  º  ñ ê ëà äí ³ ³ à ê ò óà ëü í ³. 
Ä î ñ ë³äæ åí í þ ò åð ì î ñ è ëî â î ã î  äåô î ð ì óâ à í í ÿ  ñ ê ëà äí è õ  ò ³ë ï ð è ñ â ÿ ÷ åí ³ î ã ëÿ -
äî â ³ ï ð à ö ³ [3, 6 ]. Ð î ç â ’ ÿ ç à í î  [7] ç à äà ÷ ó ç í à õ î äæ åí í ÿ  ç à ëè ø ê î â è õ  ï åð åì ³-
ù åí ü  ó ï óñ ò î ò ³ëî ì ó ö è ë³í äð ³, ñ ï ð è ÷ è í åí è õ  ð óõ î ì è ì  äæ åð åëî ì  ò åï ëà . 
 Î ï è ñ à í î  [9 ] äâ à  í à ï ³â à í à ë³ò è ÷ í ³ ì åò î äè  ð î ç â ’ ÿ ç óâ à í í ÿ  ç à äà ÷ ³ ï ð óæ í î -
ï ëà ñ ò è ÷ í î ñ ò ³ ç à  ò åî ð ³º þ ì à ëè õ  ï ð óæ í î -ï ëà ñ ò è ÷ í è õ  äåô î ð ì à ö ³é , ê î ëè  
ø â è äê î ñ ò ³ äåô î ð ì à ö ³é  ³ í à ï ð óæ åí ü  í åç ì ³í í ³. Í à  ò åñ ò î â î ì ó ï ð è ê ëà ä³ â è ÿ â -
ëåí î  á ³ëü ø ó ò î ÷ í ³ñ ò ü  ç à ï ð î ï î í î â à í î ã î  ÷ è ñ ëî â î ã î  à ëã î ð è ò ì ó ð î ç â ’ ÿ ç óâ à í í ÿ  
ç à äà ÷ ³ ï ð óæ í î ï ëà ñ ò è ÷ í î ñ ò ³. Ç à  äî ï î ì î ã î þ í à ï ³â à í à ë³ò è ÷ í î ã î  ì åò î äó ñ ê ³í -
÷ åí í è õ  åëåì åí ò ³â  ò à  ì î äè ô ³ê î â à í î ã î  ì åò î äó ï î ñ ë³äî â í è õ  í à á ëè æ åí ü  äî -
ñ ë³äæ åí î  [11] ò åð ì î ï ð óæ í î ï ëà ñ ò è ÷ í è é  Í Ä Ñ ñ ê ëà äåí è õ  ò ³ë î á åð ò à í í ÿ  ç à  
í åî ñ åñ è ì åò ð è ÷ í î ã î  í à â à í ò à æ åí í ÿ  ò à  í à ã ð ³â à í í ÿ . Ä ëÿ  â è ç í à ÷ åí í ÿ  ò åì ï åð à -
ò óð í î ã î  ï î ëÿ  ó ê î æ í è é  ê î í ê ð åò í è é  ì î ì åí ò  ÷ à ñ ó ð î ç â ’ ÿ ç à í î  ç à äà ÷ ó í åñ ò à -
ö ³î í à ð í î ¿  ò åï ëî ï ð î â ³äí î ñ ò ³. Ï î äà í î  [10 ] ñ è ñ ò åì í è é  ï ³äõ ³ä äëÿ  ÷ è ñ ëî â î ã î  
î á ÷ è ñ ëåí í ÿ  ï ð î ö åñ ³â  ï ëà ñ ò è ÷ í î ã î  ò å÷ ³í í ÿ  ò à  ï î á óäî â è  ÷ è ñ ëî â î ¿  ñ õ åì è  ³ò åð à -
ö ³é í î ã î  ï ð î ö åñ ó Í ü þò î í à . 
 Í è æ ÷ å â è ê î í à í î  ÷ è ñ ëî â è é  ï î ð ³â í ÿ ëü í è é  à í à ë³ç  ò åì ï åð à ò óð í î ã î  ï î ëÿ  ³ 
ò åð ì î ï ð óæ í î ï ëà ñ ò è ÷ í î ã î  Í Ä Ñ, ñ ï ð è ÷ è í åí î ã î  ö è ì  ï î ëåì  ó ñ óö ³ëü í î ì ó 
ð î ò î ð ³ ï à ð î â î ¿  ò óð á ³í è , ³ç  ÷ è ñ ëî â è ì è  ð åç óëü ò à ò à ì è  ³í ø è õ  à â ò î ð ³â . 

Формулювання задачі і основні співвідношення. Ð î ç ã ëÿ í åì î  ò åð ì î ï ëà -
ñ ò è ÷ í å äåô î ð ì óâ à í í ÿ  ò â åð äî ã î  ³ç î ò ð î ï í î ã î  ò ³ëà , ÿ ê å ï ³ääà º ò ü ñ ÿ  ä³¿  ñ è ëî â è õ  
³ ò åï ëî â è õ  í à â à í ò à æ åí ü , ù î  í å ï ð è ç â î äÿ ò ü  äî  â ò ð à ò è  é î ã î  ò ð è â ê î ñ ò ³. Â è ê î -
ð è ñ ò à º ì î  ì à ò åì à ò è ÷ í ó ì î äåëü , ù î  ´ ð óí ò óº ò ü ñ ÿ  í à  ò åî ð ³¿  í å³ç î ò åð ì ³÷ í î ã î  

ï ð óæ í î ï ëà ñ ò è ÷ í î ã î  ò å÷ ³í í ÿ . В ð à õ î â óâ à ò è ì åì î  ç à ëåæ í ³ñ ò ü  ì åõ à í ³÷ í è õ  â ëà -
ñ ò è â î ñ ò åé  ì à ò åð ³à ëó â ³ä ò åì ï åð à ò óð è . Ï ð è ï óñ ò è ì î , ù î  ï ð î ö åñ è  ò åð ì î ñ è ëî -
â î ã î  äåô î ð ì óâ à í í ÿ  ï ð î ò ³ê à þò ü  äî ñ ò à ò í ü î  ï î â ³ëü í î , ÷ åð åç  ù î  ì î æ í à  â è ê î -
ð è ñ ò î â óâ à ò è  ê â à ç ³ñ ò à ò è ÷ í ³ ñ ï ³â â ³äí î ø åí í ÿ  ò åð ì î äè í à ì ³ê è . Ð ³â í î â à ã ó ò ³ëà  
â è ç í à ÷ à ò è ì åì î  ç à  ï ð è í ö è ï î ì  â ³ð ò óà ëü í è õ  ð î á ³ò . Ô ³ç è ÷ í ³ ñ ï ³â â ³äí î ø åí í ÿ  
ç à ï è ø åì î  ó â è ã ëÿ ä³ óç à ã à ëü í åí î ã î  ç à ê î í ó Ã óê à : 

 σ = ε
r r

( , ) ( ) ( , )
e

i j i j k s k su T a T u T . (1) 
Ò óò  ( )ijksa T  – ê î ì ï î í åí ò è  ì à ò ð è ö ³ ï ð óæ í è õ  ê î í ñ ò à í ò  ì à ò åð ³à ëó A  ï ð è  

ò åì ï åð à ò óð ³ T ; 
�eε  – ï ð óæ í à  ê î ì ï î í åí ò à  ò åí ç î ð à  äåô î ð ì à ö ³é , ÿ ê ó ì î æ í à  

ï î äà ò è  ÿ ê  ð ³ç í è ö þ = − −
� � � �e p thε ε ε ε , äå 

�pε  – ï ëà ñ ò è ÷ í à  ê î ì ï î í åí ò à , 
�thε  – 

ò åì ï åð à ò óð í à . 
С п і в в і д н о ш е н н я  (1) з р у ч н о  п о д а т и  ó â è ã ëÿ ä³ 

σ + δ + δ =r r

( , )ij u u T T  
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( )+= σ δ + + δ δε + δ − δε + δ + δr r r r r

( , , ) ( ) ( ) ( , )
p

i j i j k s k s k su T T a T T u u u u T T , 
д е  ( )+ − σ δ = + δ σ − δ ε + δ 

r r r1
( , , ) ( ) ( ) ( , ) ( , )

th
i j i j k s p t k sk s p t
u T T a T T T u T u T TA . 

Í åñ ê ³í ÷ åí í î  ì à ëè é  ï ð è ð ³ñ ò  ï ëà ñ ò è ÷ í î ¿  ê î ì ï î í åí ò è  ò åí ç î ð à  äåô î ð ì à ö ³¿  
â è ç í à ÷ è ì î  ç ã ³äí î  ç  ç à ê î í î ì  ï ëà ñ ò è ÷ í î ã î  ò å÷ ³í í ÿ : 

 

( )∂ + δ + δ + δδλ σ δε > ∂σδε + δ + δ =  σ δε ≤

r r

r r

�
( , ),

, ÿêùî 0,
( , )

0 , ÿêùî 0.

p
i j i jp

k sk s
p

i j i j

F u u T T T T

u u T T

σ

 (2) 

Ò óò

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) σ = σ − σ + σ − σ + σ − σ + σ + σ + σ − σ 2 2 2 2 2 2

1 1 22 1 1 3 3 22 3 3 1 2 1 3 23 *

1
, 6 6 6

2
F T T , 

( )σ* T  – ã ð à í è ö ÿ  ò åê ó÷ î ñ ò ³ ï ð è  ò åì ï åð à ò óð ³ T . Ð ³â í ÿ í í ÿ  ( )σ =, 0F T  â è ç í à -

÷ à º  ï î â åð õ í þ ï ëà ñ ò è ÷ í î ã î  ò å÷ ³í í ÿ . 

Âàð³àö³éíå ôîðìóëþâàííÿ çàäà÷³. Ó â åñ ü  ï ð î ö åñ  í à â à í ò à æ åí í ÿ  ð î ç ä³-

ëè ì î  í à  ð ÿ ä äî ñ ò à ò í ü î  ì à ëè õ  åò à ï ³â , ê ³ëü ê ³ñ ò ü  ³ ò ð è â à ë³ñ ò ü  ÿ ê è õ  äà º  ì î æ -

ëè â ³ñ ò ü  ³ç  í åî á õ ³äí î þ ò î ÷ í ³ñ ò þ î ï è ñ à ò è  äåô î ð ì óâ à í í ÿ  ÿ ê  í è ç ê ó ï î ñ ë³äî â -

í è õ  ð ³â í î â à æ í è õ  ñ ò à í ³â . Ð î ç â ’ ÿ ç î ê  ç à äà ÷ ³ ç à  ÷ à ñ î ì  ø óê à ò è ì åì î  ó ò î ÷ ê à õ  

+< τ < τ < < τ < τ < < τ =
0 1 1

0 ... ...
m m M

t . Í åõ à é  ç à äà ÷ à  ò åï ëî ï ð î â ³äí î ñ ò ³ óæ å 

ð î ç â ’ ÿ ç à í à  [5] ³ â ³äî ì è é  ð î ç ï î ä³ë ï î ëÿ  ò åì ï åð à ò óð è  o

( )m

T  ó ì î ì åí ò è  ÷ à ñ ó 

τ
m
. Ï ð è ï óñ ò è ì î  äà ë³, ù î  ð î ç â ’ ÿ ç à í à  ³ ç à äà ÷ à  ï ð î  äåô î ð ì óâ à í í ÿ  ò ³ëà  ó 

ì î ì åí ò  ÷ à ñ ó τ
m
 ³ ó ï î ï åð åäí ³ ì î ì åí ò è  ÷ à ñ ó. Ò î ä³ ó ò ³ë³, ÿ ê å ç í à õ î äè ò ü ñ ÿ  ó 

ñ ò à í ³ ð ³â í î â à ã è , ï ð è ñ óò í ³ ï åð åì ³ù åí í ÿ  ò î ÷ î ê  
o
r ( )m

u , ï î â í ³ äåô î ð ì à ö ³¿  
o

( )�mε  ³ 

í à ï ð óæ åí í ÿ  
o

( )�mσ , ÿ ê ³ â è í è ê ëè  ï ³ä ä³º þ ò åì ï åð à ò óð í î ã î  ï î ëÿ  
o

( )m

T , ì à ñ î â è õ  

ñ è ë 

o
r

( )m

Q  ³ ï î â åð õ í åâ è õ  í à â à í ò à æ åí ü  νσ
o
r ( )m

 í à  ÷ à ñ ò è í ³ ï î â åð õ í ³ σS . Ï åð åì ³-

ù åí í ÿ  
o
r ( )m

u  ò à ê î æ  ç à äî â î ëü í ÿ þò ü  ã î ëî â í ³ ê ð à é î â ³ óì î â è  í à  ÷ à ñ ò è í ³ ï î â åð õ í ³ 

u
S . Í åõ à é  äà ë³ ç à  ÷ à ñ  +∆τ = τ − τ

1m m m
 í à  ò ³ëî  ï î ä³ÿ ëè  äî äà ò ê î â ³ ì à ñ î â ³ ñ è ëè  

r

( )m

Q , ï î â åð õ í åâ ³ í à â à í ò à æ åí í ÿ  νσ
r ( )m  ³ ò î ÷ ê è  ò ³ëà  ç ì ³í è ëè  ñ â î þ ò åì ï åð à ò óð ó 

í à  ( )m

T . Ï ³ä ä³º þ ö è õ  ô à ê ò î ð ³â  ò ³ëî  ç ì ³í è ëî  ñ â î þ ê î í ô ³ã óð à ö ³þ, ó í ü î ì ó 

â è í è ê ëè  äî äà ò ê î â ³ ï åð åì ³ù åí í ÿ  
r ( )m

u , äåô î ð ì à ö ³¿  ( )�mε  ³ í à ï ð óæ åí í ÿ  ( )�mσ . 

 Ð ³â í î â à ã ó ò ³ëà  ï ³ñ ëÿ  äî â à í ò à æ åí í ÿ  â è ç í à ÷ à ò è ì åì î , â è õ î äÿ ÷ è  ³ç  
ï ð è í ö è ï ó â ³ð ò óà ëü í è õ  ð î á ³ò : 

  

σ

ν νσ + σ δε = + δ + σ + σ δ∫ ∫ ∫o o o

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

m m m m m m m m m
i j i j i j i i i i i i

V V S

dV Q Q u dV u dS . (3) 

Ä ëÿ  ç í à õ î äæ åí í ÿ  ì à ëè õ  ñ ê ³í ÷ åí í è õ  ï ð è ð î ñ ò ³â  ï ëà ñ ò è ÷ í è õ  äåô î ð ì à ö ³é  

â è ê î ð è ñ ò à º ì î  ì åò î ä ï ð î ì ³æ í î ¿  ò î ÷ ê è  [4, 12]. Ñóò ü  é î ã î  ó ò î ì ó, ù î  ç à  
ï åð åõ î äó â ³ä í åñ ê ³í ÷ åí í î  ì à ëè õ  â åëè ÷ è í  äî  ñ ê ³í ÷ åí í è õ  ï ð î ð î ñ ò ³â  ï ð à â ó 
÷ à ñ ò è í ó (2) ç à ï è ñ óº ì î  ó äåÿ ê ³é  ï ð î ì ³æ í ³é  ò î ÷ ö ³ 

 

 ∂ + θ +   ε = λ ∂ σ

o
o

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

� �
,m m m m

p m m
k s

k s

F T Tσ σ

. (4) 
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Ä î ï î â í è ì î  ö å ñ ï ³â â ³äí î ø åí í ÿ  óç à ã à ëü í åí è ì  ç à ê î í î ì  Ã óê à : 

 ( )+ + +σ = σ + σ = σ + + ε − ε
o o o o

r( 1) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

m m m m m m m m p m
i j i j i j i j i j k s k s k sa T T u , (5) 

äå + −  σ = + σ − ε     
o o o o

( ) ( ) ( ) 1 ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

m m m m m th m
i j i j k s p t k s

k s p t

a T T T TA . 

Ä ëÿ  ë³í åà ð è ç à ö ³¿  ñ ï ³â â ³äí î ø åí í ÿ  (4) ç à ñ ò î ñ óº ì î  ì åò î ä Í ü þò î í à –
Ê à í ò î ð î â è ÷ à , ñ óò ü  ÿ ê î ã î  ï î ëÿ ã à º  ó ï î â í ³é  ë³í åà ð è ç à ö ³¿  î ï åð à ò î ð à  ç à äà ÷ ³ â  
î ê î ë³ í à á ëè æ åí î ã î  ç í à ÷ åí í ÿ  ³ ï î ñ ë³äî â í î ì ó í à á ëè æ åí í ³ ð î ç â ’ ÿ ç ê ó í åë³í ³é -

í î ¿  ç à äà ÷ ³ ï î ñ ë³äî â í ³ñ ò þ ë³í ³é í è õ  ç à äà ÷ . Í åõ à é  
r ( )mq
u , 

( )�mqε , 
( )�mqσ  ³ λ( )mq  – 

äåÿ ê ³ í à á ëè æ åí í ÿ  ø óê à í è õ  ï î ë³â  
r ( )m

u , 
( )�mε , 

( )�mσ  ³ λ( )m  í à  q -³é  ³ò åð à ö ³¿ . 

Ò î ä³ äëÿ  ç í à ÷ åí ü  ö è õ  â åëè ÷ è í  í à  + 1q -³é  ³ò åð à ö ³¿  ç à ï è ø åì î : 

 
( ) ( ) ( )+ = + ∆r r r, 1m q mq mq

u u u , 
( ) ( ) ( )+ = + ∆, 1� � �m q mq mqε ε ε , 

 
( ) ( ) ( )+ = + ∆, 1� � �m q mq mqσ σ σ , 

( ) ( ) ( )+λ = λ + ∆λ, 1m q mq mq
, (6) 

ä å  
( )∆ r mq

u , 
( )∆ �mqε , 

( )∆ �mqσ ,
( )∆λ mq

 – â å ë è÷ èí è â èù îã î ï îðÿä ê ó  ì àë èçí è 

ï îð³ â í ÿí î іç ( )r mq
u , 

( )�mqε , 
( )�mqσ  ³  

( )λ mq
 â ³ ä ï îâ ³ ä í î. 

Ï ³ ä ñ ò àâ èì î (6) â  (4) ³  (5). Î ò ðèì àº ì î: 

 

 ∂ + θ + θ ∆ +   ε + ∆ ε = λ + ∆ λ ∂ σ

o
o

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

� � �
,

( )

m mq mq m m

p mq p mq mq mq
k s k s

k s

F T Tσ σ σ

, 

 ( )σ + ∆σ = σ + + ∆ε ∆ − ∆ε
o

r( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

mq mq p mqmq mq mq m m
i j i j i j i j k s k s k sa T T u . (7) 

Ï ðèï ó ñ ò èì î, ù î ∆ r ( )mq
u  â ³ ä îì å . Ð îçê ë àä å ì î 

∂
∂σ

ks

F
 ó  ðÿä  Ò å é ë îðà â  

îê îë ³  + θ
o

( ) ( )� �m mqσ σ , +
o

( ) ( )m m

T T  ³  çàë èø èì î ò ³ ë üê è ÷ ë å í è ï îðÿä ê ó  ∆( )O u . 

Î ò ðèì àº ì î: 

 

 ∂ + θ +   ∆ ε = − ε + λ + ∆ λ +∂ σ

o
o

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

� �
,

( )

m mq m m

p mq p mq mq mq
k s k s

k s

F T Tσ σ

 

 

 ∂ + θ +   + λ θ ∆ σ∂ σ ∂ σ

o
o

2 ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

� �
,m mq m m

mq mq
p t

k s p t

F T Tσ σ

. 

 Ò å ï å ð ð³ â í ÿí í ÿ (7) ì îæ í à ï îä àò è ò àê : 

  ∂ + θ +     ∆ σ δ δ + θ + λ = ∂ σ ∂ σ   

o
o

o

2 ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

� �
,

( )

m mq m m

mq m m mq
p t i p j t i j k s

k s p t

F T T

a T T

σ σ

 

 (= + ∆ε ∆ + ε −
o

r( ) ( ) ( )( ) ( )
( ) ( )

mq mq p mqm m
i j k s k s k sa T T u  
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 ∂ + θ +     − λ + ∆ λ ∂ σ 

o
o

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

� �
,

( )

m mq m m

mq mq

k s

F T Tσ σ
. (8) 

 Ï ³ ä ñ ò àâ èì î ∆ ( )�mqσ  ³ ç (8) ó  ð³ â í ÿí í ÿ ï îâ å ðõ í ³  ò å ÷ ³ í í ÿ 

 
 + + ∆ + =   

o
o

( ) ( ) ( ) ( ) ( )� � �
, 0m mq mq m m

F T Tσ σ σ  (9) 

ò à îò ðèì àº ì î í å ë ³ í ³ é í å  àë ã å á ðè÷ í å  ð³ â í ÿí í ÿ ä ë ÿ â èçí à÷ å í í ÿ ∆λ( )mq , ÿê å  

ðîçâ ’ ÿæ å ì î ì å ò îä îì  Í üþ ò îí à. Ï ³ ñ ë ÿ ö üîã î ³ ç (8) ì îæ í à â èçí à÷ èò è ∆ ( )�mqσ . 

Ä ë ÿ çí àõ îä æ å í í ÿ ï å ðå ì ³ ù å í í ÿ ∆ r ( )mq
u  çâ å ðí å ì îñ ÿ ä î â àð³ àö ³ é í îã î ð³ â í ÿí í ÿ 

(3). Ï å ðå ï èø å ì î é îã î ò àê : 

 σ + σ + ∆σ δε =∫ o

( ) ( ) ( ) ( )
( )

m mq mq m
i j i j i j i j

V

dV  

 

σ

ν ν= + δ + σ + σ δ∫ ∫o o

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

m m m m m m

i i i i i i

V S

Q Q u dV u dS . (1 0) 

 Ï îâ í à ë ³ í å àðèçàö ³ ÿ â àð³ àö ³ é í îã î ð³ â í ÿí í ÿ (1 0) ó ñ ê ë àä í þ º ò üñ ÿ ÷ å ðå ç 

í å îá õ ³ ä í ³ ñ ò ü îá ÷ èñ ë å í í ÿ ì àò ðèö ³  ä îò è÷ í èõ  æ îðñ ò ê îñ ò å é  í à ê îæ í ³ é  ³ ò å ðàö ³ ¿ . 

Ò îì ó  ñ ê îðèñ ò àº ì îñ ÿ ì å ò îä îì  Í üþ ò îí à–Ð àô ñ îí à, çã ³ ä í î ç ÿê èì  çàì ³ í èì î 

∆ ( )�mqσ  í à ∆ % ( )�mqσ , ä å  ( )∆σ = + ∆ε ∆
o r

%
( ) ( )( ) ( ) ( )

( ) ( )
mq mqmq m m

i j i j k s k sa T T u . 

Ò îä ³  â àð³ àö ³ é í å  ð³ â í ÿí í ÿ (1 0) º  ð³ â í ÿí í ÿì  ä ë ÿ çí àõ îä æ å í í ÿ ∆ r ( )mq
u . 

Ï ðîò å  ä ë ÿ ï å ðå õ îä ó  ä î í àñ ò ó ï í î¿  ³ ò å ðàö ³ ¿  ∆λ ( )mq  â èçí à÷ àþ ò ü ³ ç ð³ â í ÿí í ÿ 

(9), ³  ï îò ³ ì  ∆ ( )�mqσ  – ç ð³ â í ÿí í ÿ (8). Ä àë ³  
( ) ( ) ( )+ = + ∆, 1� � �m q mq mqσ σ σ  ³  ì îæ í à 

çä ³ é ñ í èò è ³ ò å ðàö ³ þ  +( 1)q . ² ò å ðàö ³ ¿  ï ðèï èí ÿþ ò üñ ÿ çà â èê îí àí í ÿ ó ì îâ  

∆ ≤ β +
o

r r r( ) ( )( )

2
2

mq mqm
u u u , ä å  β  – ò î÷ í ³ ñ ò ü ðîçâ ’ ÿçê ó  çàä à÷ ³ . ßê ù î ³ ò å ðà-

ö ³ é í èé  ï ðîö å ñ  ðîçá ³ ã àº ò üñ ÿ, í å îá õ ³ ä í î ï îâ å ðí ó ò èñ ÿ ä î çí à÷ å í ü 
o
r ( )m

u , 
o

( )�mσ  ³  

ä îâ àí ò àæ ó â àò è ä ð³ á í ³ ø èì è ê ðîê àì è. 
Àíàë³ç ÷èñëîâèõ åêñïåðèìåíò³â. Ä îñ ë ³ ä èì î ðîçï îä ³ ë  ò å ì ï å ðàò ó ðí îã î 

ï îë ÿ, ò å ï ë îâ èõ  í àï ðó æ å í ü ³  ï ë àñ ò è÷ í èõ  ä å ô îðì àö ³ é  ó  ðîò îð³  ï àðîâ î¿  

ò ó ðá ³ í è. Ð îò îð â èã îò îâ ë å í èé  ³ ç ñ ò àë ³  35Õ Ì À  [ 2 ]  ³ ç ò àê èì è ì å õ àí ³ ÷ í èì è 

õ àðàê ò å ðèñ ò èê àì è: 

σ
int

, Ì Ï à  Γ ⋅ 2
10

2
 

2 0 1 00 2 00 300 400 500 600 

0 
0.2  
0.2 5 
0.3 
0.35 
0.4 
0.45 
0.5 
0.6 
8 

0 
642 .9 
676.7 
81 1 .4 
946.8 
959.9 
987.4 
992 .8 
998.8 
1 452 .9 

0 
535.7 
669.6 
803.6 
936,6 
947.8 
963.1  
993.3 
969.4 
1 42 3.4 

0 
52 5.2  
656.5 
788.0 
903.6 
91 4.2  
930.1  
931 .2  
937.8 
1 408.8 

0 
509.6 
643.2  
759.1  
847.6 
854.7 
863.2  
862 .9 
870.0 
1 398.4 

0 
492 .4 
598.4 
670.3 
764.9 
775.2  
793.7 
796.1  
802 .1  
1 2 39.4 

0 
460.1  
551 .2  
61 5.0 
690.1  
698.4 
71 5.6 
72 0.0 
72 5.6 
1 1 46.2  

0 
394.9 
431 .1  
443.2  
445.5 
446.0 
447.2  
448.6 
451 .1  
644.3 

α ⋅ 4 -1
10 , ã ð à ä

T
 0 .1 22 0 .1 23  0 .1 25 0 .1 29  0 .1 3 9  0 .1 42 0 .1 44 
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Ò ó ò  ( ) ( ) ( ) ( )Γ = ε − ε + ε − ε + ε − ε + ε + ε + ε2 2 2 2 2 2

1 1 22 22 3 3 1 1 3 3 1 2 23 1 3

2 3

3 2
 – ³ í ò å í -

ñ èâ í ³ ñ ò ü  ä å ô î ð ì à ö ³ é  ç ñ ó â ó ; 

( ) ( ) ( ) ( )σ = σ − σ + σ − σ + σ − σ + σ + σ + σ
2 2 2 2 2 2

i n t 1 1 22 22 3 3 1 1 3 3 1 2 23 1 3

1
6

2
 – ³ í ò å í -

ñ èâ í ³ ñ ò ü  í à ï ð ó æ å í ü ; α
T
 – ê å î å ô ³ ö ³ º í ò  ë ³ í ³ é í î ã î  ò å ì ï å ð à ò ó ð í î ã î  ð î ç ø è-

ð å í í ÿ . Ê î å ô ³ ö ³ º í ò  Ï ó à ñ ñ î í à  ν = 0.3 . 
ß ê  ð î ç ð à õ ó í ê î â ó  ñ õ å ì ó  ð î ò î ð à  ð î ç ã ë ÿ ä à º ì î  ñ ó ö ³ ë ü í èé  ö èë ³ í ä ð  ð à ä ³ ó -

ñ î ì  = 0.2R  ì  ³  ä î â æ èí î þ  = 0.3L  ì  (ð èñ . 1 ), ÿ ê èé  ç í à õ î ä èò ü ñ ÿ  ó  
í å ñ ò à ö ³ î í à ð í î ì ó  í å ñ èì å ò ð è÷ í î ì ó  â ³ ä í î ñ í î  ñ å ð å ä í ü î ¿  ï ë î ù èí è ö èë ³ í ä ð à  
ò å ì ï å ð à ò ó ð í î ì ó  ï î ë ³ . Ä ë ÿ  ÷ èñ ë î â î ã î  ð î ç â ’ ÿ ç ó â à í í ÿ  ç à ä à ÷ ³  â èê î ð èñ ò à º ì î  
³ ç î ï à ð à ì å ò ð è÷ í ³  ñ ê ³ í ÷ å í í ³  å ë å ì å í ò è. Ï î á ó ä ó º ì î  1 0 0  ñ ê ³ í ÷ å í í èõ  å ë å ì å í ò ³ â  
ä ð ó ã î ã î  ï î ð ÿ ä ê ó  ç à  î ñ ü î â î þ  ê î î ð ä èí à ò î þ  ò à  1 50  ï å ð ø î ã î  ï î ð ÿ ä ê ó   – ç à  
ð à ä ³ à ë ü í î þ . Ê ð î ê  ç à  ÷ à ñ î ì  ç à ä à º ì î  ∆ = 2.5t  ñ . 

Ð î ç ï î ä ³ ë  ò å ì ï å ð à ò ó ð í î ã î  ï î ë ÿ  ó  ð î ò î ð ³  î ò ð èì à º ì î  ÿ ê  ð î ç â ’ ÿ ç î ê  ç à ä à ÷ ³  
ò å ï ë î ï ð î â ³ ä í î ñ ò ³  ç à  ÷ èñ ë î â î þ  ñ õ å ì î þ , ï î ä à í î þ  ó  ï ð à ö ³  [ 5] . Í à  ï î â å ð õ í ³  
ö èë ³ í ä ð à  ç ä ³ é ñ í þ º ò ü ñ ÿ  ê î í â å ê ò èâ í èé  ò å ï ë î î á ì ³ í  ç à  Í ü þ ò î í î ì  ³ ç  
ñ å ð å ä î â èù å ì , ò å ì ï å ð à ò ó ð à  ÿ ê î ã î  í à  ì å æ ³  ³ ç  ö èë ³ í ä ð è÷ í î þ  ï î â å ð õ í å þ  
ç ì ³ í þ º ò ü ñ ÿ  ç à  ç à ê î í î ì  

 
α  = + −    
1

20 0.93 0.33
0.3

s
T t  ãðàä . 

Í à  ³ í ø èõ  ï î â å ð õ í ÿ õ  ö èë ³ í ä ð  ò å ï ë î ³ ç î ë ü î â à í èé . É î ã î  ò å ï ë î ô ³ ç è÷ í ³  
õ à ð à ê ò å ð èñ ò èê è ò à ê ³ :  

 ρ ⋅ = × 6
4.422 10

v
c  ⋅

3
äæîóëü/ì ãðàä , 

 λ = 30.9542  ⋅ ⋅äæîóëü/ì ãðàä ñ , 

 α = 3496.988  ⋅ ⋅
2

äæîóëü/ì ãðàä ñ . 

Ò ó ò  ρ  – ã ó ñ ò èí à  ò ³ ë à ; 
v
c  – ò å ï ë î º ì í ³ ñ ò ü  î ä èí èö ³  ì à ñ è ì à ò å ð ³ à ë ó  ç à  ñ ò à ë î ã î  

î á ’ º ì ó ; λ  – ê î å ô ³ ö ³ º í ò  ò å ï ë î ï ð î â ³ ä í î ñ ò ³ ; α  – ê î å ô ³ ö ³ º í ò  ò å ï ë î î á ì ³ í ó  í à  
ö èë ³ í ä ð è÷ í ³ é  ï î â å ð õ í ³ . 

Í à  ð èñ . 2–4 ç î á ð à æ å í î  ð î ç ï î ä ³ ë  ò å ì ï å ð à ò ó ð í î ã î  ï î ë ÿ  â ç ä î â æ  ð à ä ³ ó ñ à  
r  ç à  ò à ê èõ  ç í à ÷ å í ü  î ñ ü î â î ¿  ê î î ð ä èí à ò è:  α =

1
0 ; 0 ,1 2 ò à  0 ,3 . Ò ó ò  ³  í à ä à ë ³  

ø ò ð èõ î â ³  ë ³ í ³ ¿  î ï èñ ó þ ò ü  ð å ç ó ë ü ò à ò è ï ð à ö ü  [ 1 , 8] , à  ñ ó ö ³ ë ü í ³  – ð å ç ó ë ü ò à ò è, 
î ò ð èì à í ³  ç à  ï î ä à í î þ  ò ó ò  ÷ èñ ë î â î þ  ñ õ å ì î þ . Ê ð èâ ³  1–3 â ³ ä ò â î ð þ þ ò ü  ð î ç ï î ä ³ ë  
ò å ì ï å ð à ò ó ð í î ã î  ï î ë ÿ  ó  ì î ì å í ò è ÷ à ñ ó  = 400t ; 600  ò à  700  ñ . 

 

   Ð è ñ . 1.                                                       Ð è ñ . 2 . 
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 Ð è ñ . 3. Ð è ñ . 4. 

Í à é á ³ ë ü ø ³  ç í à ÷ å í í ÿ  ò å ì ï å ð à ò ó ð í î ã î  ï î ë ÿ  ä î ñ ÿ ã à þ ò ü ñ ÿ  í à  ë ³ â î ì ó  ò î ð ö ³  
á ³ ë ÿ  ö èë ³ í ä ð è÷ í î ¿  ï î â å ð õ í ³ , î ñ ê ³ ë ü ê è ò å ì ï å ð à ò ó ð à  ñ å ð å ä î â èù à  í à  ì å æ ³  ö ³ º ¿  
÷ à ñ ò èí è í à é â èù à . Ó  ì î ì å í ò  ÷ à ñ ó  = 400t  ñ  í à  ë ³ â î ì ó  ò î ð ö ³  (α =

1
0 ) (ê ð èâ ³  

1, í à  ð èñ . 2) ç à  ç í à ÷ å í ü  ð à ä ³ à ë ü í î ¿  ê î î ð ä èí à ò è < <0,11 0,2r  â ³ ä õ èë å í í ÿ  

ð î ç ï î ä ³ ë ó  ò å ì ï å ð à ò ó ð í î ã î  ï î ë ÿ  ï î ð ³ â í ÿ í î  ç ³  ç í à ÷ å í í ÿ ì è, ï î ä à í èì è ó  ï ð à -
ö ÿ õ  [ 1 , 8] , ñ ó ò ò º â å  ³  ñ ò à í î â èò ü  ä î  28% . Â  ³ í ø èõ  â èï à ä ê à õ  ð î ç â ’ ÿ ç ê è ä î á ð å  
ó ç ã î ä æ ó þ ò ü ñ ÿ . 

Â èç í à ÷ èì î  ò å ð ì î ï ð ó æ í î ï ë à ñ ò è÷ í èé  Í Ä Ñ , ñ ï ð è÷ èí å í èé  ö èì  ò å ì ï å ð à -
ò ó ð í èì  ï î ë å ì . Ö èë ³ í ä ð  â ³ ë ü í èé  â ³ ä  ç î â í ³ ø í ³ õ  í à â à í ò à æ å í ü . 

Í à  ð èñ . 5–7 ç î á ð à æ å í î  ð î ç ï î ä ³ ë  ð à ä ³ à ë ü í èõ  í à ï ð ó æ å í ü  σ
rr
 ó  ì î ì å í ò è 

÷ à ñ ó  = 400t ; 600  ò à  700  ñ . Í à  ð èñ . 8–1 0  – ð î ç ï î ä ³ ë  ê î ë î â èõ  í à ï ð ó æ å í ü  

σ
22
 ³  ê î ë î â èõ  ï ë à ñ ò è÷ í èõ  ä å ô î ð ì à ö ³ é  ε

22

p  ó  ì î ì å í ò è ÷ à ñ ó  = 400t ; 600  ò à  

700  ñ . Í à  ð èñ . 5–1 0  ê ð èâ ³  1–3 î ï èñ ó þ ò ü  í à ï ð ó æ å í í ÿ  ç à  ò à ê èõ  ç í à ÷ å í ü  
ð à ä ³ à ë ü í î ¿  ê î î ð ä èí à ò è:  = 0. 04r ; 0.16  ò à  0. 2 . Ê ð èâ ³  4 í à  ð èñ . 9  ³  1 0  â ³ ä -
ò â î ð þ þ ò ü  ï ë à ñ ò è÷ í ³  ê î ë î â ³  ä å ô î ð ì à ö ³ ¿  í à  ö èë ³ í ä ð è÷ í ³ é  ï î â å ð õ í ³ . 

Ï ð î ò ÿ ã î ì  ó ñ ü î ã î  ï ð î ö å ñ ó  ä å ô î ð ì ó â à í í ÿ  í à é á ³ ë ü ø ³  º  ê î ë î â ³  í à ï ð ó -
æ å í í ÿ . ¯ õ  ç í à ÷ å í í ÿ  í à  ÷ à ñ ò èí ³ , á ë èç ü ê ³ é  ä î  ë ³ â î ã î  ò î ð ö ÿ , ä å  â î í è 
ì à ê ñ èì à ë ü í ³ , ä î á ð å  ó ç ã î ä æ ó þ ò ü ñ ÿ  â ï ð î ä î â æ  ó ñ ü î ã î  ï ð î ö å ñ ó . Í à é á ³ ë ü ø ³  
â ³ ä õ èë å í í ÿ  ð î ç â ’ ÿ ç ê ³ â , î ò ð èì à í èõ  ç à  ä â î ì à  ì î ä å ë ÿ ì è, ñ ï î ñ ò å ð ³ ã à þ ò ü ñ ÿ  í à  
ö èë ³ í ä ð è÷ í ³ é  ï î â å ð õ í ³  ç à  = 6 00t  ò à  700  ñ . Ò ó ò  ì à ê ñ èì à ë ü í à  ð ³ ç í èö ÿ  ì ³ æ  
ð î ç â ’ ÿ ç ê à ì è ñ ò à í î â èò ü  á ë èç ü ê î  1 1 %  ó  ì î ì å í ò  ÷ à ñ ó  = 6 00t  ñ  ò à  á ë èç ü ê î  8%  
– ç à  = 7 00t  ñ . Â  ³ í ø èõ  â èï à ä ê à õ  ð î ç õ î ä æ å í í ÿ  çíà÷åíü êîë îâ è õ  íàï ð ó -
æ åíü í å ç í à ÷ í å . 

Ó  ì î ì å í ò  ÷ à ñ ó  = 7 00t  ñ  í à  ÷ à ñ ò èí ³  ö èë ³ í ä ð è÷ í î ¿  ï î â å ð õ í ³ , á ë èç ü ê ³ é  ä î  
ë ³ â î ã î  ò î ð ö ÿ , ç à ô ³ ê ñ î â à í î  á ³ ë ü ø èé  ã ð à ä ³ º í ò  êîë îâ è õ  ï ë à ñ ò è÷ í èõ  ä å ô î ð -
ì à ö ³ é  ï î ð ³ â í ÿ í î  ³ ç  ð å ç ó ë ü ò à ò à ì è, ï î ä à í èì è ð à í ³ ø å  [ 1 , 8] . Ï ë à ñ ò è÷ í ³  êîë îâ ³  
ä å ô î ð ì à ö ³ ¿  í à  ï ð î ì ³ æ ê ó  < α <

1
0,1 0,17 , ä å  â î í è ì à ë ³  ï ð î ò è â ³ ä ï î â ³ ä í èõ  

ç í à ÷ å í ü  í à  ÷ à ñ ò èí ³ , á ë èç ü ê ³ é  ä î  ë ³ â î ã î  ò î ð ö ÿ , â ³ ä ð ³ ç í ÿ þ ò ü ñ ÿ  ä î  40  % . 
Ä ë ÿ  ð à ä ³ à ë ü í èõ  í à ï ð ó æ å í ü  í à é á ³ ë ü ø ³  â ³ ä õ èë å í í ÿ  (á ë èç ü ê î  40 % ) â èÿ â -

ë å í î  í à  ë ³ â î ì ó  ò î ð ö ³  ö èë ³ í ä ð à  ó  ì î ì å í ò  ÷ à ñ ó  = 7 00t  ñ . Ï ð î ò å  ö ³  í à ï ð ó æ å í -
í ÿ  ì à ë ³  ï î ð ³ â í ÿ í î  ³ ç  ê î ë î â èì è. 

Í à  ð èñ . 1 1  ê ð èâ ³  1–4 î ï èñ ó þ ò ü  ð î ç ï î ä ³ ë  ï ë à ñ ò è÷ í èõ  ä å ô î ð ì à ö ³ é  ç à  
÷ à ñ î ì  í à  ö èë ³ í ä ð è÷ í ³ é  ï î â å ð õ í ³  ï ð è α =

1
0 ; 0,03 ; 0,06  ò à  α =

1
0,3  â ³ ä -

ï î â ³ ä í î . Ç à ç í à ÷ èì î , ù î  í à é á ³ ë ü ø èé  ´ ð à ä ³ º í ò  ê î ë î â èõ  ï ë à ñ ò è÷ í èõ  ä å ô î ð -
ì à ö ³ é  â ï ð î ä î â æ  ó ñ ü î ã î  ï ð î ö å ñ ó  ä å ô î ð ì ó â à í í ÿ  ñ ï î ñ ò å ð ³ ã à º ò ü ñ ÿ  í à  ë ³ â î ì ó  
ò î ð ö ³  ö èë ³ í ä ð à , ä å  â î í è í à é á ³ ë ü ø ³ . 
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Âèñíîâêè. Ч и с л о в о  д о с л і д ж е н о  р о з п о д і л  т е м п е р а т у р н о г о  п о л я  т а  Н Д С  з а  
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в і д п о в і д н і  н е с т а ц і о н а р н і  н е л і н і й н і  з а д а ч і  т е п л о п р о в і д н о с т і  і  т е р м о п л а с т и ч н о с т і .  
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ЧИСЛЕННОЕ ИССЛЕДОВАНИЕ Т ЕР М ОП ЛАСТ ИЧНОСТ И В Р ОТ ОР Е П АР ОВОЙ  Т У Р Б ИНЫ  П О 
Т ЕОР ИИ П ЛАСТ ИЧЕСК ОГ О Т ЕЧЕНИЯ  
 
È ç ó ÷ åí î ï ð è áë è æ îí í îå ð åøåí è å í åñ ò àö è îí àð í ûõ  í åë è í åé í ûõ  ç àä à÷  ò åï ë îï ð îâ îä -
í îñ ò è  è  ò åð ì îï ë àñ ò è ÷ í îñ ò è  ä ë ÿ  ñ ï ë îøí îã î ð îò îð à ï àð îâ îé  ò ó ð áè í û. Ä ë ÿ  
ë è í åàð è ç àö è è  ç àä à÷  è ñ ë îë ü ç îâ àí  ì åò îä  Íü þ ò îí à–Ð àô ñ îí à. Ï ë àñ ò è ÷ åñ êè å ä åô îð -
ì àö è è  îï ð åä åë åí û ñ îã ë àñ í î ò åîð è è  ï ë àñ ò è ÷ åñ êîã î ò å÷ åí è ÿ . Íà îñ í îâ å ì åò îä à 
ï ð îì åæ ó ò î÷ í è é  ò î÷ êè  ï îñ ò ð îåí à áåç ó ñ ë îâ í î ó ñ ò îé ÷ è â àÿ  ÷ è ñ ë åí í àÿ  ñ õ åì à ä è ñ -
êð åò è ç àö è è  ç àä à÷ è  ò åð ì îï ë àñ ò è ÷ í îñ ò è . Ï ð åä ñ ò àâ ë åí  ñ ð àâ í è ò åë ü í ûé  àí àë è ç  
÷ è ñ ë åí í ûõ  ð åç ó ë ü ò àò îâ  ð åøåí è ÿ  ç àä à÷ è  ñ  ð åç ó ë ü ò àò àì è ,  ï îë ó ÷ åí ûì è  ä ð ó ã è ì è  
àâ ò îð àì è  ï î ò åîð è è  ì àë ûõ  ó ï ð ó ã îï ë àñ ò è ÷ åñ êè õ  ä åô îð ì àö è é . 
 

N U M E R I C A L  A N A L Y S I S  O F  P R O C E S S E S  O F  T H E R M O P L A S T I C I T Y  I N  R O T O R  O F  S T E A M  
T U R B I N E  U S I N G  T H E O R Y  O F  P L A S T I C  Y I E L D I N G  
 
The present paper is focused on approx im ate sol ution non-stationary  non-l inear prob l em s of therm al  
conductiv ity  and therm opl asticity  in sol id steam  turb ine rotor.  F or l ineariz ation of presented prob l em  
N ew ton-R aphson approach is appl ied.  Сom putation of pl astic deform ation is perform ed w ith using  
theory  of pl astic y iel ding .  Unconditional  stab l e num erical  schem e for discretiz ation of therm opl astic 
prob l em  b ased on approach of passing  point w as b uil d.  The com parativ e anal y sis of num erical  
resul ts for presented prob l em ’ s resol v ing  w ith resul ts ob tained b y  another authors using  theory  of 
sm al l  el astopl astic strains is show n.  
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