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Äëÿ íåîäíîð³äíèõ àí³çîòðîïíèõ ïîëîãèõ îáîëîíîê äâîÿêî¿ êðèâèíè 
çàïèñ àíî íåñ òàö ³îíàðí³ ð³âíÿííÿ òåïëîïðîâ³äíîñ ò³ é  òåðì îïðó æ íîñ ò³  ç 
â³äïîâ³äíèì è êðàé îâèì è ó ì îâàì è. Ì åòîäàì è ³íòåãðàëü íèõ ïåðåòâîðåíü  
Ô ó ð’ º  ³ Ë àïëàñ à çíàé äåíî ðîçâ’ ÿçîê íåñ òàö ³îíàðíî¿ çàäà÷ ³ òåïëîïðîâ³äíîñ ò³ 
òà äèíàì ³÷ íî¿ çàäà÷ ³ òåðì îïðó æ íîñ ò³ äëÿ ñ ê³í÷ åííî¿ ø àðí³ðíî îïåðòî¿  
îðòîãîíàëü íî àðì îâàíî¿ ö èë³íäðè÷ íî¿ îáîëîíêè  çà ëîêàëü íîãî íàãð³âó . × èñ ëîâ³ 
ðåçó ëü òàòè íàâåäåíî äëÿ ãðàô ³òîåïîêñ èäíîãî êîì ïîçèòà. 

 

Ê îì ï îç è ò í³ ï îë îã ³ îá îë îíê è  ä â îÿ ê î¿  ê ð è â è íè  ÿ ê  â àæ ë è â ³ å ë å ì å íò è  ñ ó-
÷ àñ íè õ  ê îíñ ò ð óê ö ³é  ÷ àñ ò î ï ³ä ä àþ ò ü ñ ÿ  ä ³¿  ø â è ä ê îç ì ³ííè õ  ò å ì ï å ð àò óð íè õ  
ï îë ³â . Ò îì ó ð îç ð àõ óíîê  ò àê è õ  ê îíñ ò ð óê ö ³é  – â àæ ë è â à íàóê îâ à ç àä à÷ à. Ä î-
ñ ë ³ä æ å ííÿ  ó ö ü îì ó íàï ð ÿ ì ³, â  îñ íîâ íîì ó, ñ ò îñ óâ àë è ñ ü  îä íîð ³ä íè õ  îá îë îíîê  
³ç  ³ç îò ð îï íîã î àá î îð ò îò ð îï íîã î ì àò å ð ³àë ³â  [5 , 7 , 9 , 10 ] . Î ä íàê  ä ë ÿ  â è ê îð è ñ -
ò àííÿ  ê îì ï îç è ò íè õ  ì àò å ð ³àë ³â  ç  â è ñ îê îþ  àí³ç îò ð îï ³º þ  ô ³ç è ê î-ì å õ àí³÷ íè õ  
â ë àñ ò è â îñ ò å é  ï îò ð ³á í³ ð îç ø è ð å í³ ì îä å ë ³ ð îç ð àõ óíê ó îá îë îíîê  [1–3, 6 , 8 ] . 

Ì å ò à ñ ò àò ò ³ – ä îñ ë ³ä è ò è  ò å ð ì îï ð óæ íè é  ñ ò àí îð ò îã îíàë ü íî àð ì îâ àíè õ  
ø àð óâ àò è õ  àí³ç îò ð îï íè õ  ï îë îã è õ  îá îë îíîê  ä â îÿ ê î¿  ê ð è â è íè  ñ ê ³í÷ å ííè õ  ð îç -
ì ³ð ³â , ÿ ê ³ íàã ð ³â àþ ò ü ñ ÿ  ë îê àë ü íî ð îç ï îä ³ë å íè ì è  ò å ì ï å ð àò óð íè ì è  ä æ å ð å -
ë àì è , à ì ³æ  ä îâ ê ³ë ë ÿ ì  ³ ï îâ å ð õ íÿ ì è  îá îë îíê è  â ³ä á óâ àº ò ü ñ ÿ  ê îíâ å ê ò è â íè é  
ò å ï ë îîá ì ³í. Ä ë ÿ  ö ü îã î ç àñ ò îñ óâ àë è  ì îä å ë ü  íå îä íîð ³ä íè õ  àí³ç îò ð îï íè õ  îá î-
ë îíîê  [2 , 6 ] , ÿ ê à â ð àõ îâ óº  ô ³ç è ê î-ì å õ àí³÷ í³ õ àð àê ò å ð è ñ ò è ê è  àí³ç îò ð îï íîã î 
ì àò å ð ³àë ó ó ò ð àíñ â å ð ñ àë ü íîì ó íàï ð ÿ ì ê ó. 

Ô î ð ì ó ë þ â à í í ÿ  ç à ä à ÷ ³  ò à  ì å ò î ä  ð î ç â ’ ÿ ç ó â à í í ÿ .  Ð îç ã ë ÿ íå ì î ï ð ÿ ì îê óò -

íó â  ï ë àí³ ç  ð îç ì ³ð àì è  ×
1 2
a a  á àã àò îø àð îâ ó ï îë îã ó îá îë îíê ó ñ ò àë î¿  ò îâ ù è -

íè  2h , ñ ê ë àä å íó ç ³ ñ ê ³í÷ å ííî¿  ê ³ë ü ê îñ ò ³ ³ä å àë ü íî ñ ê ð ³ï ë å íè õ  ì ³æ  ñ îá îþ  

ò îíê è õ  ê îì ï îç è ò íè õ  ø àð ³â  ç  îä íàê îâ îþ  ò îâ ù è íîþ , ÿ ê ³ àð ì îâ àí³ â îë îê íàì è  

â  îä íîì ó íàï ð ÿ ì ³. Ì àò å ð ³àë  ø àð ³â  â â àæ àò è ì å ì î îä íîð ³ä íè ì  ³ îð ò îò ð îï íè ì , 

ù î õ àð àê ò å ð è ç óº ò ü ñ ÿ  å ô å ê ò è â íè ì è  ì îä óë ÿ ì è . Î ñ ³ îð ò îò ð îï ³¿  ê îæ íîã î ø àð ó 

(íàï ð ÿ ì ê è  â îë îê îí)  îð ³º íò îâ àí³ ï ³ä  ê óò îì  o

0  àá î o

90  ä î îñ å é  îá îë îíê è  (îð -

ò îã îíàë ü íî àð ì îâ àíà îá îë îíê à) . Ò î÷ ê è  ï ð îñ ò îð ó îá îë îíê è  â ³ä íå ñ å ì î ä î 

îð ò îã îíàë ü íî¿  ñ è ñ ò å ì è  ê îîð ä è íàò  
1 2
, ,x x z . Ö è ì  ê îîð ä è íàò àì  íàä àë ³ â ³ä ï îâ ³-

ä àò è ì óò ü  ³íä å ê ñ è  1, 2 , 3, à ê îì à ï å ð å ä  ³íä å ê ñ àì è  1, 2  ï îç íà÷ àò è ì å  ÷ àñ ò è íí³ 

ï îõ ³ä í³ ç à ê îîð ä è íàò àì è  
1 2
,x x  â ³ä ï îâ ³ä íî. Ê ð àï ê à íàä  ô óíê ö ³º þ  – ÷ àñ ò è í-

íó ï îõ ³ä íó ç à ÷ àñ îì  τ . Ï ð è é ì å ì î, ù î ê îå ô ³ö ³º íò è  ï å ð ø î¿  ê â àä ð àò è ÷ íî¿  

ô îð ì è  ä îð ³â íþ þ ò ü  îä è íè ö ³, ã îë îâ í³ ê ð è â è íè  
1

k  ³ 
2

k  ñ ò àë ³, à ë ³í³¿  ö è õ  ê ð è -

â è í ç á ³ã àþ ò ü ñ ÿ  ç  ê îîð ä è íàò íè ì è  ë ³í³ÿ ì è . 

Í å õ àé  îá îë îíê à ï å ð å á óâ àº  ï ³ä  ä ³º þ  ç îâ í³ø íü îã î ñ è ë îâ îã î íàâ àíò àæ å ííÿ  

( )=, 1, 2,3
i i

q m i , à ò àê îæ  íàã ð ³â àº ò ü ñ ÿ  ä æ å ð å ë àì è  ò å ï ë à ³ ç îâ í³ø í³ì  ñ å ð å -

ä îâ è ù å ì  ø ë ÿ õ îì  ê îíâ å ê ò è â íîã î ò å ï ë îîá ì ³íó ÷ å ð å ç  á îê îâ ³ ï îâ å ð õ í³ = ±z h . 

Ò å ð ì îï ð óæ íó ï îâ å ä ³íê ó ò àê î¿  îá îë îíê è  ä îñ ë ³ä è ì î íà îñ íîâ ³ ð ³â íÿ íü  ð óõ ó â  

óç àã àë ü íå íè õ  ï å ð å ì ³ù å ííÿ õ  ( )γ =, 1, 2,3
i i

u i , ÿ ê ³ ç àï è ø å ì î â  îï å ð àò îð í³é  

ô îð ì ³: 

= =∑6 ( , 1,2, ..., 6)
sp p s

p

L y b s p , (1)  
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ä å  ( )+= = γ =

3
, 1,2,3

i i i i
y u y i ; 

1 2 3
, ,u u u  – ï å ð å ì ³ù å ííÿ  ñ å ð å ä è ííî¿  ï î-

â å ð õ í³; γ γ
1 2
,  – ê óò è  ï îâ îð îò ó íîð ì àë ³; γ

3
 – íîð ì àë ü íà ä å ô îð ì àö ³ÿ ; ä è ô å -

ð å íö ³àë ü í³ îï å ð àò îð è  
sp

L  ( =
sp ps

L L )  ³ â ³ë ü í³ ÷ ë å íè  
s
b  ì àþ ò ü  â è ã ë ÿ ä  

= + − &&
11 11 11 66 22 1

(), () ()L A A , I ; ( )= +
12 12 66 12

(),L A A ; 

( )= +
13 11 1 12 2 1

( ) ,L A k A k ; 

= + − &&
14 11 11 66 22 2

(), (), ()L B B I ; ( )= +
15 12 66 12

(),L B B ; =
16 13 1

(),L A ;  

=
2 6 2 3 2

( ) ,L A ; 

= + − &&
22 66 11 22 22 1

(), (), ()L A A I ; ( )= +
23 12 1 22 2 2

(),L A k A k ;  

( )= +
24 12 66 12

(),L B B ; 

= + − &&
25 66 11 22 22 2

(), (), ()L B B I ; ( )′= + −
34 11 1 12 2 55 1

(),L B k B k k A ; 

′ ′ = + − − − − &&2 2

3 3 5 5 1 1 4 4 22 1 1 1 2 22 1 2 1 2 1
(), (), 2 ()L k A k A k A k A k k A I ; 

( )′= + −
35 12 1 22 2 44 2

(),L B k B k k A ; ( )′= −
46 13 55 1

(),L B k B ; 

′ ′ = + − − − &&36 55 11 44 22 1 13 2 23 2
(), (), ()L k B k B k A k A I ; 

′= + − − &&
44 11 11 66 22 55 3

(), (), ()L D D k A I ; ( )= +
45 12 66 12

(),L D D ;  

′= + − − &&
55 66 11 22 22 44 3(), (), ()L D D k A I ; ( )′= −

56 23 44 2
(),L B k B ; 

′ ′ = + − − &&66 55 11 44 22 33 3
(), (), ()L k D k D A I . 

= − + +1 1 11 1, 1 11 2, 1 /
t t

b q A T B T h ; = − + +
2 2 22 1 2 22 2 2

/
t t

, ,
b q A T B T h ; 

( ) ( )= + + + +3 3 1 11 2 22 1 1 11 2 22 2

t t t t
b q k A k A T k B k B T h ; 

= − + +
4 1 11 1,1 11 2,1

/
t t

b m B T D T h ;  

= − + +5 2 22 1, 2 22 2, 2 /
t t

b m B T D T h ; = + +
6 3 33 1 33 2

/
t t

b m A T B T h .   

Ò óò  ³ ä àë ³ ï îç íà÷ å ííÿ  â ç ÿ ò ³ ç  ï ð àö ³ [3] . 

² íò å ã ð àë ü í³ õ àð àê ò å ð è ñ ò è ê è  ò å ì ï å ð àò óð è  
1 2
,T T , ù î â õ îä ÿ ò ü  ó â ³ë ü í³ 

÷ ë å íè  ñ è ñ ò å ì è  (1) , â è ç íà÷ àþ ò ü  ç  â ³ä ï îâ ³ä íè õ  ð ³â íÿ íü  ò å ï ë îï ð îâ ³ä íîñ ò ³ ä ë ÿ  

ð îç ã ë ÿ ä óâ àíè õ  îá îë îíîê . Ç à ë ³í³é íîã î ð îç ï îä ³ë ó ò å ì ï å ð àò óð è  ï î ò îâ ù è í³ 

ñ ò ³íê è  ö ³ ð ³â íÿ ííÿ  ç àï è ø å ì î ä ë ÿ  îä íàê îâ è õ  óì îâ  ò å ï ë îîá ì ³íó íà ï îâ å ð õ íÿ õ  

= ±z h : 

( )+ + λ − − − − ε = −& &2 2 ( 1) ( 1) ( 2)

( 1) 1 ( 2) 2 0 33 2 1 2 1 1 1 12
c t t

P T P T k T h C T C T T t W , 

( )+ − λ + λ − − − ε = −& &2 2 (1) 2 (2) (2) 3

(2) 1 (3) 2 33 2 0 33 2 1 2 2 1 22
t t

P T P T T h k T h C T C T T W . (2 )  

Ä ë ÿ  îä íîç íà÷ íîñ ò ³ ð îç â ’ ÿ ç ê ó ñ è ñ ò å ì  ð ³â íÿ íü  ð óõ ó (1)  ³ ò å ï ë îï ð îâ ³ä íîñ ò ³ 

(2 )  ç àä àì î ò àê ³ ã ð àíè ÷ í³ óì îâ è : íà ê ð àÿ õ   =
1

0x  ³ =
1 1

x a  

= = γ = γ = = =
2 3 2 3 11 11

0u u N M , (3)  

= =
1 2

0T T ;  (4) 

íà  ê ð à ÿ õ   =
2

0x  ³  =
2 2

x a  
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= = γ = γ = = =

1 3 1 3 22 22
0u u N M ,  (5) 

= =
1 2

0T T . (6) 

Ï î ÷ à ò ê î â ³  ó ì î â è  á å ð å ì î  î ä íî ð ³ ä íè ì è . Ï î ÷ è íà þ ÷ è  ç  ÷ à ñ ó  τ > 0 , î á î ë î í-

ê à  íà ã ð ³ â à º ò ü ñ ÿ  ï ë î ñ ê è ì  ä æ å ð å ë î ì   ò å ï ë à , ÿ ê å  º  ô ó íê ö ³ ÿ  ê î î ð ä è íà ò  ³  ÷ à ñ ó  

( ) ( ) ( )τ = τ
1 2 * 1 2
, , , ,

t t

t
w x x z w x x w . Ï î â å ð õ í³  = ±z h  î ì è â à þ ò ü ñ ÿ  ñ å ð å ä î â è ù å ì  

ç  íó ë ü î â î þ  ò å ì ï å ð à ò ó ð î þ  ±
= 0

c
t . Ï î â å ð õ íå â ³  ñ è ë è  â ³ ä ñ ó ò í³ . 

Ñ è ñ ò å ì à  ð ³ â íÿ íü  (1) ð à ç î ì  ç  ã ð à íè ÷ íè ì è  (3), (5) ³  ï î ÷ à ò ê î â è ì è  ó ì î â à ì è  

ñ ê ë à ä à º  ê ð à é î â ó  ç à ä à ÷ ó  ä è íà ì ³ ÷ íî ¿  ò å î ð ³ ¿  ò å ì ï å ð à ò ó ð íè õ  íà ï ð ó æ å íü  ä ë ÿ  

ø à ð ó â à ò è õ  î ð ò î ã î íà ë ü íî  à ð ì î â à íè õ  à í³ ç î ò ð î ï íè õ  ï î ë î ã è õ  î á î ë î íî ê  ä â î ÿ ê î ¿  

ê ð è â è íè  ó  ï å ð å ì ³ ù å ííÿ õ . Ç à  â ³ ä î ì è ì è  ï å ð å ì ³ ù å ííÿ ì è  ä å ô î ð ì à ö ³ ¿  ñ å ð å ä è í-

íî ¿  ï î â å ð õ í³  â è ç íà ÷ à º ì î  ç  ã å î ì å ò ð è ÷ íè õ  ñ ï ³ â â ³ ä íî ø å íü , à  ç ó ñ è ë ë ÿ  ³  ì î ì å í-

ò è  – ç  ð ³ â íÿ íü  ï ð ó æ íî ñ ò ³ . Ò å ì ï å ð à ò ó ð í³  íà ï ð ó æ å ííÿ  â  î á î ë î íö ³  ç íà õ î ä è ì î  

ç à  ô î ð ì ó ë à ì è  Ä þ à ì å ë ÿ –Í å é ì à íà . Â  ð ³ ç íè õ  ÷ à ñ ò ê î â è õ  â è ï à ä ê à õ  ö ÿ  ñ è ñ ò å ì à  

ñ ï ð î ù ó º ò ü ñ ÿ . ß ê ù î  ï î ê ë à ñ ò è  = =
1 2

0k k , ò î  ñ è ñ ò å ì à  (1) î ï è ñ ó â à ò è ì å  ä è íà -

ì ³ ÷ íó  ï î â å ä ³ íê ó  íå î ä íî ð ³ ä íî ¿  ï î  ò î â ù è í³  à í³ ç î ò ð î ï íî ¿  ï ë à ñ ò è íê è , à  ñ è ñ ò å ì à  

(2) – ð î ç ï î ä ³ ë  â  í³ é  ò å ì ï å ð à ò ó ð íî ã î  ï î ë ÿ . 

Ð î ç â ’ ÿ ç î ê  ñ è ñ ò å ì è  ä è ô å ð å íö ³ à ë ü íè õ  ð ³ â íÿ íü  ò å ï ë î ï ð î â ³ ä íî ñ ò ³  (2) â ³ ä ï î -

â ³ ä íî  ä î  ò å ì ï å ð à ò ó ð íè õ  ã ð à íè ÷ íè õ  ó ì î â  (4), (6) ³  íó ë ü î â è õ  ï î ÷ à ò ê î â è õ  

ç íà õ î ä è ì î  ì å ò î ä î ì  ñ ê ³ í÷ å ííè õ  ï å ð å ò â î ð å íü  Ô ó ð ’ º  ç à  ê î î ð ä è íà ò à ì è  
1 2
,x x  ³  

³ íò å ã ð à ë ü íî ã î  ï å ð å ò â î ð å ííÿ  Ë à ï ë à ñ à  ç à  ÷ à ñ î ì  τ . Â  ð å ç ó ë ü ò à ò ³  ä ë ÿ  ò ð à íñ -

ô î ð ì à íò  
1 2

,

mn mn
T T  ç íà õ î ä è ì î : 

( ) ( )′τ ′− τ −

=
≠

= −λ ∑ ∫23

1 ( 1)
133 0

2 jp vj m n

m n t
j kj

j k

G Qh
T w v e d v

p p
, (7 )   

( ) ( )′τ ′− τ −

=
≠

= −λ ∑ ∫23

2 ( 1)
133 0

2 jp vj m n

m n t
j kj

j k

H Qh
T w v e d v

p p
. (8 ) 

Ò ó ò  

( ) ( )−+
= + − +

2

1 41 4

2 3
1

2 4

j

j

g gg g
p g g ;  = −

4j jG p g ;  =
3jH g  ( )= 1,2j ; 

( )
( )

( )
( )

λ λ= µ + β +λ λ
1 1

2 211 2 2

1 1 1

33 33

Bi
m n

g ; 

( )
( )

( )
( )

 λ λ= µ + β  λ λ 
2 2 1

2 211 2 2

3 1 1

33 33

3
m n

g ; = −
2 3 0

3 2g g k h ; 

( )
( )
λ τ′τ =

1

3 3

1 2
C h

; 

( )
( )

( )
( )

 λ λ= µ + β + +  λ λ 
3 3

2 21 1 2 2

4 1 1

33 33

3 Bi 1
m n

g ; 
πµ =

1

m

mh

a
; 

πβ =
2

n

nh

a
; ( )

+α=
λ

2

1

3 3

2
B i

z
h

. 

Ê î å ô ³ ö ³ º íò è  Ô ó ð ’ º  ä ë ÿ  ô ó íê ö ³ ¿  ä æ å ð å ë  ò å ï ë à  â è ç íà ÷ à þ ò ü  ç à  ô î ð ì ó ë î þ  

( ) π π
= ∫ ∫1 2

1 2

* 1 2 1 2

1 2 1 2
0 0

4
, s i n s i n

a a

t

m n

m x n x
Q w x x d x d x

a a a a
. 

ß ê ù î  ä æ å ð å ë à  ç  ï î ò ó æ í³ ñ ò þ  *

t
w  ð ³ â íî ì ³ ð íî  ð î ç ï î ä ³ ë å í³  ï î  ï ð ÿ ì î ê ó ò í³ é  

î á ë à ñ ò ³  ×
1 2

2 2d d  ç  ö å íò ð î ì  ó  ò î ÷ ö ³  0 0

1 2
,x x , ò î  ( ) ( ) ( )=

*

* 1 2 1 2
,

t

t
w x x w N x N x , 

ä å  ( ) ( ) ( ) ( )− += − + − − − =0 0
1,2

i i i i i i i
N x S x x d S x x d i ; ( )±S x  – î ä è íè ÷ í³  

à ñ è ì å ò ð è ÷ í³  ô ó íê ö ³ ¿ . Ò î ä ³   
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π π π π

=
π

* 0 0 0 0

1 2 1 2

2
1 2 1 2

16
s i n s i n s i n s i n

t

m n

w mx nx ma na
Q

a a a amn
. (9 ) 

Ó  ã ð à íè ÷ íè õ  â è ï à ä ê à õ  ç  (9 ) ì î æ íà  î ä å ð æ à ò è  â ³ ä ï î â ³ ä í³  â è ð à ç è  ä ë ÿ  ³ í-

ø è õ  ñ ï î ñ î á ³ â  ð î ç ï î ä ³ ë ó  ä æ å ð å ë  ï î  ï î â å ð õ í³  î á î ë î íê è .  

Ð î ç â ’ ÿ ç î ê  ñ è ñ ò å ì è  ð ³ â íÿ íü  ð ó õ ó  (1), ÿ ê è é  ç à ä î â î ë ü íÿ º  ì å õ à í³ ÷ í³  ã ð à íè ÷ í³  

ó ì î â è  (3), (5) ³  íó ë ü î â ³  ï î ÷ à ò ê î â ³  ç à  â ³ ä î ì î ã î  ò å ì ï å ð à ò ó ð íî ã î  ï î ë ÿ  (7 ), (8 ), 
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 – ï à ð à ì å ò ð  ³ íå ð ö ³ ¿  [ 3], ð î ë ü  ÿ ê î ã î  â  ò î ì ó , 

ù î  ê î ë è  → ∞B , ³ íå ð ö ³ é í³  ñ è ë è  ñ ò à þ ò ü  ä ó æ å  ì à ë è ì è  ³ , â  ð å ç ó ë ü ò à ò ³ , ð î ç -

â ’ ÿ ç î ê  íà á ë è æ à º ò ü ñ ÿ  ä î  ê â à ç ³ ñ ò à ò è ÷ íî ã î ; ê î ë è  → 0B , ³íåðö³éí³ ñèëè ñòàþòü 
ï åðåâ àæ àëüíèì è ³ ó òðèì ó þòü îá îëîíê ó  â ³ä  ï ðîã èíó .  

Àíàë³ç ÷èñëîâèõ ðåçóëüòàò³â òà âèñíîâêè. × èñëîâ ³ ä îñë³ä æ åííÿ  â èê î-
íó â àëè ä ëÿ  ï ðÿ ì îê ó òíî¿  â  ï ëàí³ öèë³íä ðè÷ íî¿  îá îëîíê è, ù î íàã ð³â àº òüñÿ  
ë³í³éíèì  ä æ åðåëîì  òåï ëà â ç ä îâ æ  ä ó ã è =
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2x a  ç  ä îâ æ èíîþ 

2
2d  ³ öåíòðîì  

â  òî÷ ö³ =
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2x a , ï îòó æ í³ñòü ÿ ê îã î ðàï òîâ î ç á ³ëüø ó º òüñÿ  ä î ç íà÷ åííÿ  *

t
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ç àëèø àþ÷ èñü íàä àë³ ñòàëîþ ( ) ( )+τ = τ*

t t
w w S . Ï ðè öüîì ó  ðîç ã ëÿ ä àëè îá î-
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