
 

ISSN 1810-3022. Прикл. проблеми мех. і мат. – 2017. – Вип. 15. – С. 97–101. 

УДК 539.3 
 
Ю. І. Максимів, Р. В. Рабош, Я. І. Кунець, В. В. Пороховський 
 
ВЗАЄМОДІЯ SH-ХВИЛЬ З ТОНКИМ П'ЄЗОЕЛЕКТРИЧНИМ 
НЕКОНТРАСТНИМ ВКЛЮЧЕННЯМ У ПРУЖНОМУ ПІВПРОСТОРІ 
 

Запропоновано методику дослідження хвилеутворення у пружному півпрос-
торі із тонким прямолінійним п’єзокерамічним включенням змінної тов-
щини. Складові електропружної системи перебувають в ідеальному механіч-
ному контакті, а на поверхні включення електрична індукція рівна нулю. 
Методика базується на теорії сингулярних збурень із поданням розв’язків 
через відповідні функції Гріна. 
 

 Вступ. Останні досягнення теорії дифракції пружних хвиль на тонких 
неоднорідностях проаналізовані в працях [3, 4, 6–8, 11, 12]. Переважно 
розглядали випадки, за яких п’єзоефект не брали до уваги. З його ураху-
ванням досліджували, в основному, електропружні поля за статичних на-
вантажень [2, 5, 13]. Взаємодію SH-хвиль із тонкими п’єзокерамічними 
контрастними включеннями у необмежених пружних та електропружних 
середовищах вивчали в працях [2, 7, 14]. Нижче запропоновано алгоритм 
вивчення пружних хвильових полів, дифрагованих тонкостінним прямолі-
нійним п’єзокерамічним включенням змінної товщини у пружному півпрос-
торі. 

 Формулювання задачі. Нехай у пружному ізотропному півпросторі 
≤ ≤ ∞ 2 1,  x H x  за умов ідеального механічного контакту і поздовжнього 

зсуву знаходиться тонке прямолінійне п’єзоелектричне включення, що 

займає область ( ) ( ){ }ε = < ≤1 2 1 2 1, :  ,  2W x x x a x h x . Тут H  – відстань від 

серединної лінії включення до поверхні півпростору; ( )1h x  та 2a  – товщи-

на та довжина неоднорідності; ( )= 1 2,x xx  – декартові координати. Мате-

ріал включення належить до кристалографічного класу 6mm , а вісь симет-
рії шостого порядку перпендикулярна до площини 1 2x x  [1, 9]. Відносну 
товщину включення характеризує малий безрозмірний параметр 

( )−

<
ε = =1 max 1

x a
a h x . 

 За поздовжнього зсуву відмінні від нуля компоненти векторів перемі-

щень у матриці та включенні ( )u x , 0( )u x  задовольняють рівняння Гельм-
гольца 

 ( ) ( )∆ + =x x2 0u k u ,   = + +( ) ( ) ( ) ( )in r su u u ux x x x ,   ε∈x 2 \R W ; 

 ( ) ( )∆ + =x x0 2 0
0 0u k u , ( ) ( )∆ − ∆ϕ =x x0 0 0Pu , ( ) ( )ε

ϕ = ϕx x
0

0 11 0
0
15

P
e

, ε∈ Wx ; 

=0 0k k c c ,   = µ ρc ,   ( )= + η ρ0 2
0 44 01c c ,   η = ε0 0 0

15 44 11e c . (1) 

Для компонент тензорів напружень ( )σ x3i  і ( )σ x0
3i  у матриці і включенні 

та вектора електричної індукції ( )x0
iD  у неоднорідності маємо [1, 9]: 
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( ) ( ) ( )( )∂= − ϕ
∂

x x x0 0 0 0
15i P

i
D e u

x
,   = 1,2i ,   ε∈ Wx . 

Тут ( )inu x  та ( )su x  – збурювальне та розсіяне поля переміщень у матриці; 

( )ru x  – переміщення у хвилі, відбитій від поверхні півпростору без 

включення; ϕ0 ( )x  – електричний потенціал у неоднорідності; k , c , ρ  і 0k , 

0c , ρ0  – хвильові числа, швидкості та густини у матриці і включенні 
відповідно; η  – коефіцієнт електромеханічного зв’язку; µ  – модуль зсуву 

матеріалу матриці; 0
44c , 0

15e  та ε0
11  – пружна стала, п’єзоелектрична стала 

та діелектрична проникність матеріалу неоднорідності. 
 На ε∂W  виконуються умови ідеального механічного контакту між 
складовими композиту: 

 = 0( ) ( )u ux x , 
 ∂ ∂= γ + ϕ ∂ ∂  

0
0 15 0

0
2 2 44

( ) ( ) ( )
eu u

x x c

x x x , γ = µ0
44с , ε∈ ∂Wx , (3) 

де γ  – відносна жорсткість матеріалу включення, а поверхня півпростору 
вільна від напружень 
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Електрична індукція на ε∂W  рівна нулю: 

 ( ) ( )
 ε∂ − ϕ = ∂  

x x
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На включення набігає стаціонарна SH-хвиля: 

 [ ]= θ + θ0 1 2( ) exp ( cos sin )in
in inu u ik x xx , 

 [ ]= θ − − θ0 1 2( ) exp ( cos ( 2 ) sin )r
in inu u ik x x Hx , (6) 

де θin  – кут її падіння. 

 Функція ( )su x  задовольняє нульову граничну умову на поверхні ма-
триці та умову випромінювання на безмежності [3, 9]: 

 ( ) ( ) ( )≈ − π θ
π
2 exp / 4

4
s iu ikr i f

kr
x ,   = → ∞r x , 

де ( )θf  – комплексна амплітуда розсіяння хвиль; θ( , )r  – полярна система 

координат = θ1 cosx r , = θ2 sinx r . 

 Аналітико-числовий розв’язок задачі. Вважаємо, що матеріали тонко-

го включення і матриці неконтрастні, тобто ε ≤ γ ≤ ε1/ . Динамічну вза-
ємодію такого п’єзоелектричного включення з пружним середовищем 
асимптотично точно змоделюємо з допомогою ефективних граничних умов 
[7, 9, 10]: 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )∗ ∗
∂∂Ψ = − γ + − γ

∂ ∂
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x2 2
1 1 0 1

1 1
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1
( ) ,

inU
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x
   <1x a ,   =2 0x ; (7) 

 ( ) ( ) ( )= +x x xin in rU u u ,   ∗γ = γ + η2(1 ) . 

Тут Φ 1( )x  і Ψ 1( )x  – стрибки переміщень і їхніх похідних по координаті 2x  
через серединну лінію включення. 
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 Подамо розв’язок задачі (1), (3)–(5), (7) у вигляді інтеграла Кірхгофа: 
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 Γ  = + 
(1) (1)

0 0 10 0( , ) ( ) ( )
4
iG H kR H kRx x , (8) 

 = −0 0R x x ,   = −1 1R x x , ( )=0 0 0
1 2,x xx ,   =0

2 0x , 

де ( )Γ
0,G x x  – функція Гріна для півпростору; ( ) ( )1

0H x  – функція Ханкеля 

першого роду та нульового порядку; 0x  і 1x  – декартові координати точко-
вого джерела хвильового поля в області включення і його дзеркального 
відображення відносно поверхні півпростору [3, 14]. Товщину включення 

( )1h x  приймемо у вигляді 

 ( ) ( ) ( )+ −δ δ= ε − +1 1 1h x a p p ,   =1x ap , (9) 

параметри +δ , −δ  характеризують ступінь загострення його кінців. 
 Із інтегрального подання (8), враховуючи (6), (9), отримаємо вираз для 
комплексної амплітуди розсіяння SH-хвиль у півпросторі: 

 ( ) ( ) ( )− γθ = θ θ θ θ + γ
*

* * * *
*

1
sin sin sin sin sin sinin inf k H k H  

 ( ) ( ) ( ) ( )ρ  + − γ θ θ + − θ θ θ ρ  
0

* * * * *1 cos cos 1 cos sin cos sinin ink H k H J , 

 ( ) ( ) ( ) ( )( )+ −δ δ

−

θ = − + θ − θ∫
1

*

1

1 1 exp cos cosinJ p p ik p dp , 

де ∗ =k ka  і ∗ =H H a  – приведені хвильова частота і відносна глибина 
залягання включення. 

 Аналіз числових результатів. На рис. 1 і 2 зображено спектри нормо-

ваних амплітуд розсіяння ( ) ( ) ( )∗θ = θ ε* 24f f k  при ∗ = 2H  і 5 відповідно. 

Припускаємо, що включення сталої товщини, θ = o45in , θ = o0  і γ = 3 . 
Суцільним товстим, суцільним тонким, штрих-пунктирним і штриховим 
кривим відповідають значення η = 0  (п’єзоефект відсутній); 0,3; 0,6 і 0,9. 

 
          Рис. 1.             Рис. 2. 

 Як бачимо, зі збільшенням коефіцієнта електромеханічного зв’язку η  
амплітуда розсіяння зростає. Вплив п’єзоефекту суттєвий у діапазонах 
низьких і резонансних частот і сягає 34%. 
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 Зі збільшенням глибини залягання включення спектральні залежності 
амплітуди розсіяння набувають резонансного характеру. Причому період 

коливань становить ( )∗ ∗∆ ≈ π θ2 / sin ink H , якщо θ = const , θ ? 0in . 

 При ρ = ρ + η2
0(1 ) , µ = + η0 2

44(1 )c  неоднорідність стає непомітною у полі 
зондувальних хвиль. 

 Висновки. Отримано аналітичні співвідношення для аналізу спектраль-
них характеристик та діаграм направленості амплітуд розсіяння SH-хвиль 
тонким прямолінійним п’єзокерамічним неконтрастним включенням у 
пружному півпросторі. Методика дослідження придатна для криволінійної 
неоднорідності. 
 Аналітико-числовий аналіз спектральних залежностей дає можливість 
зробити такі висновки. Для електроізольованих п’єзокерамічних тонких 
прямолінійних неконтрастних включень зі зростанням коефіцієнта електро-
механічного зв’язку підвищуються амплітуди розсіяних хвиль у дальній 
зоні. Відносний вплив п’єзоефекту на амплітуди суттєвий у діапазонах 
низьких та резонансних частот і може сягати 34%. Зі збільшенням хвильо-
вого розміру розсіювача він нівелюється. Ці закономірності виявлено за 
різних форм прямолінійних включень, кутів падіння і розсіяння хвиль та 
параметрів контрастності розсіювачів. 
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ВЗАИМОДЕЙСТВИЕ SH-ВОЛН С ТОНКИМ ПЬЕЗОЭЛЕКТРИЧЕСКИМ НЕКОНТРАСТНЫМ 
ВКЛЮЧЕНИЕМ В УПРУГОМ ПОЛУПРОСТРАНСТВЕ 
 
Предложена методика исследования процесса волнообразования в упругом полу-
пространстве с тонкостенным прямолинейным пьезоэлектрическим включением 
переменной толщины. Составляющие электроупругой системы находятся в 
идеальном механическом контакте, а на поверхности включения электрическая 
индукция равна нулю. Методика базируется на теории сингулярных возмущений 
с представлением решений через соответствующие функции Грина. 
 
 
SH-WAVES INTERACTION WITH A THIN PIEZOELECTRIC NONCONTRAST INCLUSION IN THE 
ELASTIC HALF-SPACE 
 
The method to study the process of wave formation in an elastic half-space with a thin-
walled rectilinear piezoelectric inclusion of variable thickness is proposed. The 
components of the electroelastic system are in the ideal mechanical contact and 
electrical induction on the inclusion surface equals zero. The method is based on the 
theory of singular perturbations with solutions representation through the corres-
ponding Green functions. 
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