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НАПРУЖЕНО-Д ЕФ ОРМ ОВ АНИ Й  С Т АН Б ЕЗ М ЕЖНОГ О Ц И Л І НД РА З А 
ОС ЕС И М ЕТ РИ Ч НОГ О З АК РУТ У РОЗ ПОД І Л ЕНИ М  ПО Б І Ч НІ Й  ПОВ ЕРХ НІ  
НАВ АНТ АЖЕННЯ М  

 
 
Ç à ï ð î ï î í î â à í à  ô ³ ç è ÷ í î  ê î ð å ê ò í à  ì à ò å ì à ò è ÷ í à  ì î ä å ë ü  ñ è ì å ò ð è ÷ í î ã î  ò à  
à í ò è ñ è ì å ò ð è ÷ í î ã î  ç à ê ð ó ò ó  ö è ë ³ í ä ð à  ï î â å ð õ í å â è ì  í à â à í ò à æ å í í ÿ ì  ç à  ³ ñ í ó -
â à í í ÿ  ï î â å ð õ í å â î ã î  ì å æ î â î ã î  ø à ð ó .   
 
 
Âñòóï. Ê ë à ñ è ÷ íà  ì à ò å ì à ò è ÷ íà  ì î ä å ë ü  î ñ å ñ è ì å ò ð è ÷ íî ã î  ñ ê ð ó ÷ ó â à ííÿ  

ê ð ó ã ë è õ  ö è ë ³ íä ð ³ â  ï î â å ð õ íå â è ì  íà â à íò à æ å ííÿ ì  ï î á ó ä î â à íà  [ 1 ]  íà  î ñ íî â ³  
ñ è ñ ò å ì è  ð ³ â íÿ íü  ð ³ â íî â à ã è  â  íà ï ð ó æ å ííÿ õ  ò à  ó ì î â  ñ ó ì ³ ñ íî ñ ò ³  ä å ô î ð ì à ö ³ é  ó  
íà ï ð ó æ å ííÿ õ  Á å ë ü ò ð à ì ³ –Ì ³ ÷ å ë à . Ï ð î ò å , ÿ ê  â ³ ä î ì î , ç à ä à ÷ à  ò å î ð ³ ¿  ï ð ó æ íî ñ ò ³  
â  íà ï ð ó æ å ííÿ õ  íå ê î ð å ê ò íà , î ñ ê ³ ë ü ê è  ³ ñ íó º  íå â ³ ä ï î â ³ ä í³ ñ ò ü  ì ³ æ  ê ³ ë ü ê ³ ñ ò þ  
íå â ³ ä î ì è õ  ³  ð ³ â íÿ íü , ç  î ä íî ã î  á î ê ó , ò à  ê ³ ë ü ê ³ ñ ò þ  ð ³ â íÿ íü  ³  ê ð à é î â è õ  ó ì î â  – ç  
³ íø î ã î .  

Í è æ ÷ å  ä ë ÿ  ï î á ó ä î â è  ì à ò å ì à ò è ÷ íî ¿  ì î ä å ë ³  î ñ å ñ è ì å ò ð è ÷ íî ã î  ñ ê ð ó ÷ ó â à í-
íÿ  ö è ë ³ íä ð à  ï î â å ð õ íå â è ì  íà â à íò à æ å ííÿ ì  ç à  â ³ ä ñ ó ò íî ñ ò ³  ä è ë à ò à ö ³ ¿  â è ê î ð è ñ -
ò à í³  ð ³ â íÿ ííÿ  ð ³ â íî â à ã è  ó  ï å ð å ì ³ ù å ííÿ õ  ( ð ³ â íÿ ííÿ  Ë ÿ ì å )  ³  ç â å ä å í³  ä î  î ä íî ã î  
ð ³ â íÿ ííÿ  â  ÷ à ñ ò è ííè õ  ï î õ ³ ä íè õ  â ³ ä íî ñ íî  ä â î õ  íå  ð ³ â íè õ  íó ë þ  ê î ì ï î íå íò  

â å ê ò î ð à  ë î ê à ë ü íî ã î  æ î ð ñ ò ê î ã î  ï î â î ð î ò ó  = 0,5 rotΩ u , ÿ ê ³  â è ç íà ÷ à º  î ä íà  

ê î ì ï î íå íò à  â å ê ò î ð à  ï ð ó æ íî ã î  ï å ð å ì ³ ù å ííÿ  u . 

Ç à ã à ë ü í ³  ñï³ â â ³ ä í î ø å í í ÿ . Ï ð ó æ íè é  ³ ç î ò ð î ï íè é  ö è ë ³ íä ð  ç  ð à ä ³ ó ñ î ì  

ò â ³ ð íî ¿  R  â ³ ä íå ñ å ì î  ä î  ö è ë ³ íä ð è ÷ íî ¿  ñ è ñ ò å ì è  ê î î ð ä è íà ò  ( )α β γ, ,R R . Ç à  ó ì î -

â è  íå ç ì ³ íþ â à íî ñ ò ³  î á ’º ì ó  ( )θ α β γ = =, , div 0u , ç à  â ³ ä ñ ó ò íî ñ ò ³  ä è ë à ò à ö ³ ¿  ê î ì -

ï î íå íò è  â å ê ò î ð à  ï ð ó æ íî ã î  ï å ð å ì ³ ù å ííÿ  ( )α β γ, ,Ru  â  ö è ë ³ íä ð è ÷ í³ é  ñ è ñ ò å ì ³  

ê î î ð ä è íà ò  á ó ä ó ò ü  ò à ê ³ :  

( ) ( ) ( )α γ β βα β γ = α β γ = = α γ, , 0, , , 0, ,u u u u . 

Ò î ä ³  ð ³ â íÿ ííÿ  Ë ÿ ì å   

( )λ + µ − µ =2 g r a d div r o t r o t 0u u  

ç â å ä å ì î  ä î  î ä íî ã î  ä è ô å ð å íö ³ à ë ü íî ã î  ð ³ â íÿ ííÿ  â  ÷ à ñ ò è ííè õ  ï î õ ³ ä íè õ  

γ α α γ∂ ω − ∂ ω = 0                ( 1 )  

â ³ ä íî ñ íî  ê î ì ï î íå íò  ( )αω α γ,  ³  ( )γω α γ,  â å ê ò î ð à  Ω, ÿ ê ³  â è ç íà ÷ à þ ò ü ñ ÿ  ê î ì ï î -

íå íò î þ  ( )β α γ,u  â å ê ò î ð à  u  ³  ó  ö è ë ³ íä ð è ÷ í³ é  ñ è ñ ò å ì ³  :  

( ) ( ) ( ) ( )−
α γ β γ α β βω α γ = −∂ ω α γ = α ∂ α ω α γ =1

2 , , 2 , , 2 , 0u u .     ( 2 )  

ß ê ù î  â â å ñ ò è  ê ë þ ÷ î â ó  ô ó íê ö ³ þ  ( )α γ,Q  ò à ê ó , ù î  ( )β αα γ = ∂,u Q , ò î  â ³ ä ï î -

â ³ ä íî  ä î  ï î ä à íü  ( 2 )  ð ³ â íÿ ííÿ  ( 1 )  íà á ó ä å  â è ã ë ÿ ä ó  

( )−
α α α γ ∂ α ∂ α ∂ + ∂ = 1 2

0Q Q . 

Ä ë ÿ  é î ã î  â è ê î íà ííÿ  ä î ñ è ò ü  ï ð è é íÿ ò è , ù î  ô ó íê ö ³ ÿ  ( )α γ,Q  º  ð î ç â ’ÿ ç ê î ì  ð ³ â -

íÿ ííÿ  Ë à ï ë à ñ à  

( )−
α α γα ∂ α∂ + ∂ =1 2

0Q Q              ( 3 )  

â  î á ë à ñ ò ³  ≤ α ≤ ≤ γ < ∞0 1, 0 . Ç à  â ³ ä î ì î þ  ô ó íê ö ³ º þ  ( )α γ,Q  ò à  ç à ê î íî ì  

Ã ó ê à  â ³ ä íà é ä å ì î  íå íó ë ü î â ³  ê î ì ï î íå íò è  ò å íç î ð à  íà ï ð ó æ å íü   
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( )αβ βγ
 ∂ ∂ ∂σ α γ = µ − σ = µ α ∂ α ∂ α ∂ γ∂ α 

2 2

2

1
, ,

Q Q Q
, 

ä å  ( )µ = + ν/ 2 1E  – ì î ä ó ë ü  ç ñ ó â ó . Ð î ç â ’ÿ ç î ê  ð ³ â íÿ ííÿ  ( 3 )  ó  ç à ä à í³ é  î á ë à ñ ò ³  

ï î ä à ì î  ³ íò å ã ð à ë î ì  Ô ó ð ’º  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
∞ ∞

α γ = ξ Ι ξα ξγ ξ + ξ Ι ξα ξγ ξ∫ ∫0 0

0 0

, cos sinQ A d B d . 

Ò î ä ³  ê î ì ï î íå íò à   

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
∞ ∞

β α γ = ξ ξ Ι ξα ξγ ξ + ξ ξ Ι ξα ξγ ξ∫ ∫1 1

0 0

, cos sinu A d B d ,      ( 4 )  

ä å  ( )Ι ξα
k

 – ì î ä è ô ³ ê î â à í³  ô ó íê ö ³ ¿  Á å ñ ñ å ë ÿ  ï å ð ø î ã î  ð î ä ó  ï î ð ÿ ä ê ó  k ;  ( )ξA  

³  ( )ξB  – ä î â ³ ë ü í³  ô ó íê ö ³ ¿ , ÿ ê ³  ç à á å ç ï å ÷ ó þ ò ü  ³ ñ íó â à ííÿ  ê î ì ï î íå íò è  ( )β α γ,u  

â  ê ë à ñ ³  ô ó íê ö ³ é  1
C  à æ  ä î  ì å æ ³  ö è ë ³ íä ð à  α = 1 . 

Ç à  â ³ ä î ì î þ  ê î ì ï î íå íò î þ  ( )β α γ,u  ì î æ íà  â ³ ä íà é ò è  ó ñ ³  õ à ð à ê ò å ð è ñ ò è ê è  

íà ï ð ó æ å íî -ä å ô î ð ì î â à íî ã î  ñ ò à íó  â  ö è ë ³ íä ð ³ . Ç î ê ð å ì à , ç à  ô î ð ì ó ë à ì è  ( 2 )   

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
∞ ∞

αω α γ = ξ ξ Ι ξα ξγ ξ − ξ ξ Ι ξα ξγ ξ∫ ∫2 2

1 1

0 0

2 , sin cos ,A d B d  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
∞ ∞

γω α γ = ξ ξ Ι ξα ξγ ξ + ξ ξ Ι ξα ξγ ξ∫ ∫2 2

0 0

0 0

2 , cos sin ,A d B d      ( 5 )  

à  ç à  ç à ê î íî ì  Ã ó ê à  ê î ì ï î íå íò è  ò å íç î ð à  íà ï ð ó æ å íü  

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
∞ ∞

β γσ α γ = −µ ξ ξ Ι ξα ξγ ξ + µ ξ ξ Ι ξα ξγ ξ∫ ∫2 2

1 1

0 0

, sin cos ,A d B d

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
∞ ∞

α βσ α γ = µ ξ ξ Ι ξα ξγ ξ +µ ξ ξ Ι ξα ξγ ξ∫ ∫2 2

2 2

0 0

, cos sin .A d B d       ( 6 )  

Î ò æ å , ç à  ç à ê ð ó ò ó  ö è ë ³ íä ð à  ï î â å ð õ íå â è ì  íà â à íò à æ å ííÿ ì  á å ç  ä è ë à ò à ö ³ ¿  é î ã î  
íà ï ð ó æ å íè é  ñ ò à í â è ç íà ÷ à þ ò ü  ò ³ ë ü ê è  ä î ò è ÷ í³  íà ï ð ó æ å ííÿ . 

Ôîðìóëþâàííÿ ñèìåòðè÷íî¿ êðàéîâî¿ çàäà÷³ òà ¿¿ ðîçâ’ ÿçîê.  Ä ë ÿ  ç íà -

õ î ä æ å ííÿ  íå â ³ ä î ì è õ  ô ó íê ö ³ é  ( )ξA  ³  ( )ξB , ÿ ê ³  ï î ä à ííÿ ì è  ( 4 ) –( 6 )  â è ç íà -

÷ à þ ò ü  íà ï ð ó æ å íî -ä å ô î ð ì î â à íè é  ñ ò à í ó  ö è ë ³ íä ð ³ , íå î á õ ³ ä íî  ñ ô î ð ì ó ë þ â à ò è  
ï å â íó  ê ð à é î â ó  ç à ä à ÷ ó . Ð î ç ã ë ÿ íå ì î  ñ ï î ÷ à ò ê ó  ç à ä à ÷ ó , ê î ë è  ï ³ ä  ä ³ º þ  íà â à í-
ò à æ å ííÿ  ö è ë ³ íä ð  ³ ç  ç à ù å ì ë å íè ì è  íà  á å ç ì å æ íî ñ ò ³  ò î ð ö ÿ ì è  ç à ê ð ó ÷ ó º ò ü ñ ÿ  íà  

ï å â íè é  ê ó ò , â  ð å ç ó ë ü ò à ò ³  ÷ î ã î  â è íè ê à º  ï î ë å  ï î â î ð î ò ³ â  ( )γω α γ, , ð î ç ï î ä ³ ë  

ÿ ê î ã î  íà  ï î â å ð õ í³  α = 1  ö è ë ³ íä ð à  º  ñ è ì å ò ð è ÷ íè é  â ³ ä íî ñ íî  ï ë î ù è íè  γ = 0 . 

Ï ð è  ö ü î ì ó  î ä å ð æ è ì î  ò à ê ó  ê ð à é î â ó  ó ì î â ó  ³  ó ì î â ó  íà  á å ç ì å æ íî ñ ò ³ :  

( ) ( ) ( ) ( )γ γ → ∞
ω γ = Ω γ ≤ γ < ∞ γ =2 2

0
2 1, 0 , lim 0f f .            ( 7 )  

Î ñ ê ³ ë ü ê è  î ñ íî â íî þ  â è ì î ã î þ  ê î ð å ê ò íî ã î  ð î ç â ’ÿ ç ê ó  ê ð à é î â î ¿  ç à ä à ÷ ³  ì à ò å ì à -
ò è ÷ íî ¿  ô ³ ç è ê è  º  é î ã î  íå ï å ð å ð â íà  ç à ë å æ í³ ñ ò ü  â ³ ä  ê ð à é î â è õ  ó ì î â , ò î  â ³ ä ï î -

â ³ ä íî  ä î  ï î ä à ííÿ  ( 5 )  ö ÿ  â è ì î ã à  á ó ä å  â è ê î íà íà , ÿ ê ù î  ( )ξ = 0B  ³   

( ) ( ) ( ) ( )
∞

ξ ξ Ι ξ ξγ ξ = Ω γ ≤ γ < ∞∫ 2 2

0 0

0

cos 0A d f ,             ( 8 )  

ò î á ò î  ä ë ÿ  â è ç íà ÷ å ííÿ  ô ó íê ö ³ ¿  ( )ξA  íå î á õ ³ ä íî  ð î ç â ’ÿ ç à ò è  ³ íò å ã ð à ë ü íå  ð ³ â -

íÿ ííÿ  ï å ð ø î ã î  ð î ä ó . 

Ô ó íê ö ³ þ  ( ) [ )ξ ∈ ∞0,A  ï î ä à ì î  ð ÿ ä î ì  ç à  ï à ð íè ì è  ï î ë ³ íî ì à ì è  Å ð ì ³ ò à , ÿ ê ³  
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ó ò â î ð þ þ ò ü  ï î â íó  ³  î ð ò î ã î íà ë ü íó  ñ è ñ ò å ì ó  ô ó íê ö ³ é  íà  ï ð î ì ³ æ ê ó  ≤ ξ < ∞0 . 

Ï ð è  ö ü î ì ó  ì à ò è ì å ì î :   

( ) ( ) ( ) ( )∞ − ξ
=

ξ ξ Ι ξ = Η ξ > >∑ 2
2

0 2

0

0,
p

n n

n

A a e q p q p ,       ( 9 )  

ä å  
n

a  – íå  â è ç íà ÷ å í³  ê î å ô ³ ö ³ º íò è . 

ß ê ù î  ð ÿ ä  ( 9 )  ï ³ ä ñ ò à â è ò è  â  ³ íò å ã ð à ë ü íå  ð ³ â íÿ ííÿ  ( 8 )  ³  î á ÷ è ñ ë è ò è  ³ íò å -
ã ð à ë , ò î  î ä å ð æ è ì î  ç íî â ó  ò à ê è  ð ÿ ä  ç à  ï î ë ³ íî ì à ì è  Å ð ì ³ ò à :  

( ) ( )γ∞ −

=

 π − Η λ γ = Ω γ ≤ γ < ∞  ∑
2

2

24

2 0

0

1 2 0

n

p

n n

n

q
a e f

p p
,          ( 1 0 )  

ä å  ï à ð à ì å ò ð  λ = −2
/2q p q p  ³  ( ) ( )Η −λγ = Η λγ

2 2n n
. Î á è ä â ³  ÷ à ñ ò è íè  ð ³ â -

íî ñ ò ³  ( 1 0 )  ï î ì íî æ è ì î  ( )−σγ Η λγ2

2m
e  òà ïðî³íòåãðóºìî â ìåæàõ ( )−∞ +∞,  ³ 

âíàñ ë ³ä îê  îðòîãîíàë ü íîñ ò³ ïîë ³íîì³â Å ðì³òà îä åðæèìî:   

( )
( ) ( ) ( ) ( )

∞
− σ γ

+
Ω −= γ Η λ γ γ

π − ∫ 2
20

21 / 22 2
0

2 1

2 2 !

n n

n nn
n

p q
a f e d

q p n

,      ( 1 1 )  

ä å ïàðàìåòð ( ) − σ = − > 
1

2
4 0q p . Ç à â³ä îìèìè ê îåô ³ö ³ºíòàìè 

n
a  ³ ïîä àí-

íÿ ì ( 9 )  âèç íà÷ èìî ô óíê ö ³þ  ( )ξA , ù î ä àº ìîæë èâ³ñ òü  ç à ô îðìóë àìè ( 4 ) –( 6 )  

â³ä íàé òè íàïðóæåíî-ä åô îðìîâàíèé  ñ òàí ó ö èë ³íä ð³, ÿ ê èé  ç ã³ä íî ç  âèðàç îì 

( 1 1 )  ä ë ÿ  ê îåô ³ö ³ºíò³â 
n

a  ç àë åæàòèìå â³ä  õ ïàðàìåòð³â p  ³ q .  

Ïðèêëàä ñèìåòðè÷íîãî çàêðóòó. ß ê  ïðèê ë àä  ç àñ òîñ óâàííÿ  íàâåä åíèõ 
âèù å ðåç óë ü òàò³â ðîç ãë ÿ íåìî ÷ àñ òê îâèé  âèïàä îê , ê îë è 

( )
γ−

γ
Ωω γ = π π

2

0 42 1,
2

p
e

p

,                           ( 1 2 )  

ä å âåë è÷ èíà Ω =
0

const  −  ³íòåíñ èâí³ñ òü  âåê òîðà = 0,5 rotΩ u , òîá òî 

( )
+∞ ∞ γ− −

γ
−∞

Ωπ ω γ γ = γ = Ωπ∫ ∫
2

0 4

0

0

2 1, pd e d
p

,                             ( 1 3 )  

³ ä àìî é îãî ìåõàí³÷ íå òðàê òóâàííÿ . Ç àç íà÷ èìî, ù î ç à îç íà÷ åííÿ ì ( 1 2 )  ïðè 

= 0p  ê îìïîíåíòà γω γ =(1, ) 0 , ê ð³ì òî÷ ê è γ = 0 , ä å âîíà ìàº îñ îá ë èâ³ñ òü  

òèïó 
− 1

2p . Î òæå, ïàðàìåòð > 0p  ñ òàë ó ³íòåíñ èâí³ñ òü Ω
0
 âåê òîðà 

= 0,5 rotΩ u  òðàíñ ô îðìóº ó ïåâíèé  ç àê îí ðîç ïîä ³ë ó ö ³º¿  õàðàê òåðèñ òèê è íà 

ïîâåðõí³ ö èë ³íä ðà. Ò îìó ñ ë ³ä  ç ãàä àòè âèÿ âë åíó ðàí³ø å [ 2 ]  íà ìåæ³ ò³ë à 
ìàòåð³àë ü íó ïîâåðõíþ  ( íàíîïë ³âê ó)  ç  ïåâíèìè ðåîë îã³÷ íèìè âë àñ òèâîñ òÿ ìè, 
ÿ ê à ô îðìóºòü ñ ÿ  â ðåç óë ü òàò³ ðåñ òàâðàö ³¿  ïîâåðõí³. Î òæå, â³ä ïîâ³ä íî ä î 

ïîä àííÿ  ( 1 3 )  ïàðàìåòð > 0p  ìîæå ñ ë óãóâàòè ç âåä åíîþ  ìåõàí³÷ íîþ  õàðàê -

òåðèñ òèê îþ  òàê îãî ïîâåðõíåâîãî ø àðó. 
Ç à ê ðàé îâî¿  óìîâè ( 1 2 )  ï³ñ ë ÿ  îá ÷ èñ ë åííÿ  ³íòåãðàë à ( 1 1 )   

Ω
= = ∈

π
0

0 2
, 0,

n
a a n N  

³ íå ç àë åæèòü  â³ä  ïàðàìåòðà > 0p . Ò îä ³, îñ ê ³ë ü ê è ( )Η ξ =
0

1q , ç à ô îðìóë îþ  

( 9 )  âèç íà÷ èìî:  

( ) ( )
− ξΩξ ξ = Ι ξπ

2

2 0

2
0

p
e

A .                       ( 1 4 )  
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ß ê ù î âèðàç  ô óíê ö ³¿  ( )ξA  ( 1 4 )  ï³ä ñ òàâèòè ó ïîä àííÿ  ( 4 ) –( 6 ) , òî ä ë ÿ  õàðàê -

òåðèñ òèê  íàïðóæåíî-ä åô îðìîâàíîãî ñ òàíó ç íàé ä åìî:  

( ) ( )
( )

∞
− ξ

β
Ω Ι ξ αα γ = ξ γ ξξ Ι ξπ ∫ 2

0 1

2
0

0

, cos
p

u e d ;         ( 1 5 )  

( ) ( )
( )

∞
− ξ

α
Ω Ι ξ αω α γ = ξ γ ξΙ ξπ ∫ 2

0 1

2
0

0

2 , si n
p

e d , 

( ) ( )
( )

∞
− ξ

γ
Ω Ι ξ αω α γ = ξ γ ξΙ ξπ ∫ 2

0 0

2
0

0

2 , cos
p

e d ;         ( 1 6 )  

( ) ( )
( )

∞
− ξ

β γ
Ω µ Ι ξ ασ α γ = − ξ γ ξΙ ξπ ∫ 2

0 1

2
0

0

, sin
p

e d , 

( ) ( )
( )

∞
− ξ

α β
Ω µ Ι ξ ασ α γ = ξ γ ξΙ ξπ ∫ 2

0 2

2
0

0

, cos
p

e d .         ( 1 7 )  

Î òæå, â³ä ïîâ³ä íî ä î âèðàç ³â ( 1 5 ) –( 1 7 )  ìîæíà ñ òâåðä æóâàòè, ù î âåê òîð 

Ω ñ òàë î¿  íàïðóæåíîñ ò³ Ω
0
 òðàíñ ô îðìóºòü ñ ÿ  ó ïåâíèé  ðîç ïîä ³ë  õàðàê òå-

ðèñ òèê  íàïðóæåíîãî ñ òàíó, ê îòðèé  ä åòåðì³íîâàíèé  ïàðàìåòðîì > 0p . Ï ðè-

÷ îìó, ç à ê ðàé îâî¿  óìîâè ( 1 2 )  íàïðóæåíèé  ñ òàí â ö èë ³íä ð³ âèç íà÷ àòèìóòü  

ñ èìåòðè÷ íî ðîç ïîä ³ë åí³ â³ä íîñ íî ïë îù èíè γ = 0  ô ³ç è÷ í³ íàïðóæåííÿ  

( )αβσ α γ, , ÿ ê ³ íà ïîâåðõí³ α = 1  ä îñ ÿ ãàþ òü  ìàê ñ èìàë ü íèõ ç íà÷ åíü . 

Ç àóâàæèìî, ù î ³íòåãðàë è ó âèðàç àõ ( 1 5 ) –( 1 7 )  ç à óìîâè > 0p  ³ñ íóþ òü  ³ 

º îá ìåæåíèìè íà ïîâåðõí³ ö èë ³íä ðà α = 1 , ÷ èì ç àá åç ïå÷ óºòü ñ ÿ  âèê îíàííÿ  

îñ íîâíî¿  âèìîãè [ 3 ]  ê îðåê òíîãî ðîç â’ ÿ ç ê ó ê ðàé îâî¿  ç àä à÷ ³ – é îãî íåïåðåðâ-
íî¿  ç àë åæíîñ ò³ â³ä  ê ðàé îâèõ óìîâ. 

Ôîðìóëþâàííÿ àíòèñèìåòðè÷íî¿ çàäà÷³ òà ¿¿ ðîçâ’ÿçîê .  Ð îç ãë ÿ íåìî 
òåïåð ç àä à÷ ó, ê îë è ö èë ³íä ð ³ç  ç àù åìë åíèìè íà á åç ìåæíîñ ò³ òîðö ÿ ìè ç àê ðó-

÷ óºòü ñ ÿ  â³ä íîñ íî ïë îù èíè γ = 0  ó ïðîòèë åæí³ ñ òîðîíè. Ò îä ³ îä åðæèìî 

ê ðàé îâó ç àä à÷ ó ç  óìîâîþ  

( ) ( ) ( ) ( )γ γ → ∞
ω γ = Ω γ γ ≤ γ < ∞ γ =2 2

0
2 1, 0 , lim 0f f .      ( 1 8 )  

Ó  ö ü îìó âèïàä ê ó ó ïîä àíí³ ( 5 )  ô óíê ö ³ÿ  ( )ξ = 0A , à ä ë ÿ  âèç íà÷ åííÿ  ô óíê ö ³¿  

( )ξB  ìàºìî ³íòåãðàë ü íå ð³âíÿ ííÿ  ïåðø îãî ðîä ó 

( ) ( ) ( ) ( )
∞

ξ ξ Ι ξ ξγ ξ = Ω γ γ ≤ γ < ∞∫ 2 2

0 0

0

sin 0B d f .       ( 1 9 )  

Ô óíê ö ³þ  ( )ξB  ïîä àìî ðÿ ä îì ç à íåïàðíèìè ïîë ³íîìàìè Å ðì³òà 

( ) ( ) ( ) ( )∞ − ξ
+

=
ξ ξ Ι ξ = Η ξ > >∑ 2
2

0 2 1

0

0,
p

n n

n

B a e q p q p      ( 2 0 )  

ç  íåâèç íà÷ åíèìè ê îåô ³ö ³ºíòàìè 
n

a . 

ß ê ù î ðÿ ä  ( 2 0 )  ï³ä ñ òàâèòè â ³íòåãðàë ü íå ð³âíÿ ííÿ  ( 1 9 )  ³ îá ÷ èñ ë èòè ³íòå-
ãðàë , òî ç íîâó òàê è îä åðæèìî ðÿ ä  ç à ïîë ³íîìàìè Å ðì³òà ³ç  ç àä àíîþ  ïðàâîþ  
÷ àñ òèíîþ :  

( ) ( ) ( ) ( )γ∞ −+
++

=

π− − Η λ γ = Ω γ γ ≤ γ < ∞∑
2

1
2 242

2 1 01

0

1 0

2

nn p

n nn

n

a q p e f
p

, ( 2 1 )  

ä å λ = −2
/2q p q p  ³ ( ) ( )+ +Η −λγ = −Η λγ

2 1 2 1n n
.  
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Îáèäâ³ ÷àñòèíè ð³âíîñò³ (21) ïîìíîæèìî íà ( )−σγ
+Η λγ2

2 1n
e  òà ïðî³íòå -

ã ðóº ìî â ìå æàõ  ( )−∞ +∞, . Â íàñë ³äîê  îðòîã îíàë ü íîñò³ ïîë ³íîì³â Å ðì³òà  

( )
( ) ( ) ( ) ( )

+ ∞
− σ γ

++
Ω −= γ γ Η λ γ γ

π − + ∫ 2

1
2

20

2 11
2 2

0

1

2 2 1 !

nn

n nn
n

p q
a e f d

q p n

,      (22) 

äå  ( ) − σ = − 
1

2
4 q p . Ç à â³äîìèìè ê îå ô ³ö ³º íòàìè 

n
a  ³ ïîäàííÿ ìè (20 ) âèç íà-

÷èìî ô óíê ö ³þ  ( )ξB , à â³äòàê  ç à ô îðìóë àìè (4 )–(6 ) – íàïðóæå íî-äå ô îðìî-

âàíèé  ñòàí ó ö èë ³íäð³, ÿ ê èé  â³äïîâ³äíî äî âèðàç ó (22) äë ÿ  ê îå ô ³ö ³º íò³â 
n

a  

ç àë å æàòèìå  â³ä ïàðàìå òð³â ≥ 0p  ³ >q p . 

Ïðèêëàä àíòèñèìåòðè÷íîãî çàêðóòó. Ðîç ã ë ÿ íå ìî âèïàäîê , ê îë è 

( ) γ−
γ =

2

2 4pf e . Ò îä³ ç à ô îðìóë îþ  (22)  

Ω
= ≡ ∀ ∈

π
0

0

2
, 0 ,

n

p p
a a n N

q
 

³ ô óíê ö ³ÿ  ( )ξB  ç ã ³äíî ç  ïîäàííÿ ì (20 ) íàáóäå  âèã ë ÿ äó 

( ) ( ) − ξΩξ ξ Ι ξ = π
2

0

0

4
p

p p
B e ,           (23 ) 

äå  âðàõ îâàíî, ù î ( )Η ξ = ξ
1

2q q . Ò å ïå ð ç à â³äîìîþ  ô óíê ö ³º þ  (23 ) ( )ξB  ³ ïî-

äàííÿ ìè (4 )–(6 ) â³äíàé äå ìî óñ³ õ àðàê òå ðèñòèê è íàïðóæå íî-äå ô îðìîâàíîã î 
ñòàíó:  

( ) ( )
( )

∞
− ξ

β
Ω Ι ξ αα γ = ξ γ ξΙ ξπ ∫ 2

0 1

0
0

4
, s i n

p
p p

u e d ;        (24 ) 

( ) ( )
( )

∞
− ξ

α
Ω Ι ξ αω α γ = − ξ ξ γ ξΙ ξπ ∫ 2

0 1

0
0

4
2 , c o s

p
p p

e d , 

( ) ( )
( )

∞
− ξ

γ
Ω Ι ξαω α γ = ξ ξγ ξΙ ξπ ∫ 2

0 0

0
0

4
2 , s i n

p
p p

e d ;   

( ) ( )
( )

∞
− ξ

β γ
Ω Ι ξ ασ α γ = ξ ξ γ ξΙ ξµ π ∫ 2

0 1

0
0

4
, c o s

p
p p

e d ,        (25 ) 

( ) ( )
( )

∞
− ξ

α β
Ω µ Ι ξ ασ α γ = ξ ξ γ ξΙ ξπ ∫ 2

0 2

0
0

4
, s i n

p
p p

e d .       (26 ) 

Îòæå , â³äïîâ³äíî äî ïîäàíü  (21)–(26 ) íàïðóæå íî-äå ô îðìîâàíèé  ñòàí ç àë å -

æèòü  â³ä ïàðàìå òðà > 0p . Ï ðè÷îìó, ç à ê ðàé îâî¿  óìîâè (18 ) íàïðóæå íèé  

ñòàí ó ö èë ³íäð³ âèç íà÷àòèìóòü  ñèìå òðè÷íî ðîç ïîä³ë å í³ â³äíîñíî ïë îù èíè 

γ = 0  ç ð³ç àë ü í³ íàïðóæå ííÿ  ( )βγσ α γ, , ÿ ê ³ ó ïë îù èí³ γ = 0  äîñÿ ã àþ òü  ìàê -

ñèìàë ü íîã î ç íà÷å ííÿ . 

×èñëîâèé àíàë³ç íàïðóæåíîãî ñòàíó çà ñèìåòðè÷íîãî çàêðóòó. × èñ-

ë îâèé  àíàë ³ç  äîòè÷íèõ  íàïðóæå íü  αβ αβσ α γ = σ α γ π µΩ* 2

0
( , ) ( , )  ³ ç ð³ç àë ü íèõ  

äîòè÷íèõ  íàïðóæå íü  βγ βγσ α γ = σ α β π µΩ* 2

0
( , ) ( , ) âèê îíàíî ç à ô îðìóë àìè (17 ) 

íà ïîâå ðõ í³ ö èë ³íäðà α = 1  â³äíîñíî ïë îù èíè γ = 0  ç àë å æíî â³ä ïàðàìå òðà 

> 0p . 
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Í à ðèñ. (ã ðàô ³ê  à) ïîäàíî ðîç ïîä³ë  ïîâå ðõ íå âîã î äîòè÷íîã î íàïðóæå ííÿ  

αβσ γ*
(1, )  âç äîâæ îñ³ γ > 0  äë ÿ  ð³ç íèõ  ç íà÷å íü  ïàðàìå òðà p . À íàë ³ç  ÷èñë î-

âèõ  ðîç ðàõ óíê ³â âê àç óº  íà òå , ù î ö å é  ïàðàìå òð âèç íà÷àº  ñòóï³íü  ë îê àë ³-
ç àö ³¿  íàïðóæå íü  òà ¿ õ  ìàê ñèìàë ü í³ ç íà÷å ííÿ  Ï ðè ö ü îìó ïîâå ðõ íå âå  

äîòè÷íå  íàïðóæå ííÿ  αβσ γ*
(1, )  ìàº  îäèí ìàê ñèìóì ó ïë îù èí³ γ = 0  ³ äâà 

ìàê ñèìóìè ïðîòèë å æíîã î ç íàê ó ñïðàâà ³ ç ë ³âà ïë îù èíè γ = 0 , ù î ç àáå ç ïå -

÷óº  ð³âíîâàã ó ö èë ³íäðà.  
Ã ðàô ³ê  á ³ë þ ñòðóº  ðîç ïîä³ë  ç ð³ç àë ü íîã î äîòè÷íîã î íàïðóæå ííÿ  

βγσ γ*
(1, )  âç äîâæ îñ³ γ > 0 . Ö å  íàïðóæå ííÿ  ìàº  îäèí ìàê ñèìóì, ÿ ê èé  âèç íà-

÷àº òü ñÿ  ïàðàìå òðîì p  ³ ë å æèòü  â îáë àñò³ ç ì³íè ç íàê ó ïîâå ðõ íå âîã î äîòè÷-

íîã î íàïðóæå ííÿ  αβσ γ*
(1, ) . Ç àç íà÷èìî, ù î ó òå îð³¿  ç àê ðóòó Ñ å í-Â å íàíà 

äîòè÷í³ íàïðóæå ííÿ  αβσ γ*
(1, )  ââàæàþ òü  ð³âíèìè íóë þ . 

×èñëîâèé àíàë³ç íàïðóæåíîãî ñòàíó çà àíòèñèìåòðè÷íîãî çàêðóòó. 

× èñë îâèé  àíàë ³ç  äîòè÷íèõ  íàïðóæå íü  αβ αβσ α γ = σ α γ µΩ*

0
( , ) ( , ) 4  ³ ç ð³ç óþ ÷èõ  

íàïðóæå íü  βγ βγσ α γ = σ α γ µΩ*

0
( , ) ( , ) 4  âèê îíàíî ç à ô îðìóë àìè (26 ) íà ïîâå ðõ -

í³ ö èë ³íäðà α = 1  â³äíîñíî ïë îù èíè γ = 0 . 

Í à ã ðàô ³ê ó â ç îáðàæå íî ðîç ïîä³ë  ïîâå ðõ íå âîã î äîòè÷íîã î íàïðóæå ííÿ  

αβσ γ*
(1, )  âç äîâæ îñ³ γ > 0  äë ÿ  ð³ç íèõ  ç íà÷å íü  ïàðàìå òðà p . Ö å  íàïðóæå ííÿ  

ìàº  ìàê ñèìóìè ³ç  ç ì³íîþ  ç íàê ó, àë å  âîíè ç ì³ù å í³ âïðàâî ³ âë ³âî â³äíîñíî 

ïë îù èíè γ = 0 . 
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Ã ðàô ³ê  ã ³ë þ ñòðóº  ç ð³ç àë ü íå  íàïðóæå ííÿ  íàâå äå íî ã ðàô ³ê  ðîç ïîä³ë ó 

ç ð³ç óþ ÷îã î íàïðóæå ííÿ  αγσ γ*
(1, ) , ÿ ê å  ìàº  îäèí ìàê ñèìóì ó ïë îù èí³ γ = 0  ³ 

äâà ìàê ñèìóìè ïðîòèë å æíîã î ç íàê ó ç ë ³âà ³ ñïðàâà â³ä ïë îù èíè γ = 0 . Ï ðè 

ö ü îìó ìàê ñèìàë ü íå  ç íà÷å ííÿ  ïîâå ðõ íå âîã î íàïðóæå ííÿ  αβσ γ*
(1, )  ç íàõ î-

äèòü ñÿ  â îáë àñò³ ç ì³íè ç íàê ó ç ð³ç àë ü í³ íàïðóæå ííÿ  βγσ γ*
(1, ) . 

Â èñíîâêè. Â ïå ðø å  ç àïðîïîíîâàíî ô ³ç è÷íî ê îðå ê òíó ìàòå ìàòè÷íó ìî-
äå ë ü  ç àê ðóòó ö èë ³íäðà ïîâå ðõ íå âèì íàâàíòàæå ííÿ ì, ÿ ê à âðàõ îâóº  ìîæë è-
â³ñòü  ³ñíóâàííÿ  ïîâå ðõ íå âîã î ìå æîâîã î ø àðó ç  ïå âíèìè ìå õ àí³÷íèìè 

âë àñòèâîñòÿ ìè, îê ðå ñë å íèìè ïàðàìå òðîì > 0p . Ä îâå äå íî, ù î ð³âå íü  äîòè÷-

íèõ  íàïðóæå íü  ³ ¿ õ  ë îê àë ³ç àö ³ÿ  íà ïîâå ðõ í³ ö èë ³íäðà âèç íà÷àº  ïàðàìå òð 

> 0p , ÿ ê èé  ìîæíà òðàê òóâàòè ÿ ê  ç âå äå íó ìå õ àí³÷íó õ àðàê òå ðèñòèê ó ïî-

âå ðõ íå âîã î ìå æîâîã î ø àðó. Ç ’ ÿ ñîâàíî, ù î ð³âå íü  ïîâå ðõ íå âèõ  äîòè÷íèõ  íà-

ïðóæå íü  αβσ γ(1, )  ÿ ê ³ â òå îð³¿  ç àê ðóòó Ñ å í-Â å íàíà ïðèé ìàþ òü ñÿ  ð³âíèìè 

íóë þ , ç ³ñòàâíèé  ³ç  ç ð³ç àë ü íèìè íàïðóæå ííÿ ìè βγσ γ(1, ) .  

 
1. Àðóòþíÿí Í. Õ .,  Àá ðà ì ÿí Á . Ë . Ê ð ó ÷ å í è å  ó ï ð ó ã è õ  ò å ë . – Ì .:  Ô è ç ì à ò è ç ,  19 6 3 .  

– 6 8 6  ñ . 

2 . Íà óì î â å ö  À. Ã . È ñ ï î ë ü ç î â à í è å  ï î â å ð õ í î ñ ò í û õ  ô à ç î â û õ  ï å ð å õ î ä î â  ä ë ÿ  ó ï ð à â -
ë å í è ÿ  ñ â î é ñ ò â à ì è  ï î â å ð õ í î ñ ò è  / /  Ï ð î ã ð å ñ è â í ³  ì à ò å ð ³ à ë è  ³  ò å õ í î ë î ã ³ ¿ . – Ê .,  2 0 0 3 . 

– Ò . 2 . –Ñ . 3 19 –3 5 0 . 

3 . Ê óðà íò Ð . Ó ð à â í å í è ÿ  ñ  ÷ à ñ ò í û ì è  ï ð î è ç â î ä í û ì è . – Ì .:  È ç ä -â î  Ì è ð ,  19 6 4 . – 2 3 0  ñ . 

 
 

НАП Р Я Ж Е ННО -Д Е Ф О Р М И Р О В АННО Е  С О С Т О Я НИ Е  НЕ О Г Р АНИ Ч Е ННО Г О  Ц И Л И НД Р А П Р И  
О С Е С И М М Е Т Р И Ч НО М  К Р У Ч Е НИ И  Р АС П Р Е Д Е Л Е ННЫ М  В Д О Л Ь  Б О К О В О Й  П О В Е Р Х НО С Т И  
НАГ Р У Ж Е НИ Е М  
 
Ïðåäëîæåíà ôèçè÷åñêè êîððåêòíàÿ ì àòåì àòè÷åñêàÿ ì îäåëü  ñèì ì åòðè÷íîã î è àíòèñèì ì å-
òðè÷íîã î ñêðó ÷èâ àíèÿ ö èëèíäðà ï îâ åðõ íîñòíû ì  íàã ðó æåíèåì  ï ðè íàëè÷èè ï îâ åðõ íîñòíîã î 

ã ðàíè÷íîã î ñëîÿ.  

 

 
I N F I N I T E  C Y L I N D E R  S T R E S S E D L Y -D E F O R M E D  S T A T E  I N  T H E  C O N D I T I O N  O F  
A X I S Y M M E T R I C A L  T O R S I O N  A C H I E V E D  B Y  T H E  H E L P  O F  L A T E R A L  S U R F A C E  L O A D I N G  
 

P h y s i c a l l y  c o r r e c t  m a t h e m a t i c a l  m o d e l  o f  a  s y m m e t r i c  a n d  s k e w -s y m m e t r i c  t o r s i o n  b y  

s u r f a c e  l o a d  i n  a  c o n d i t i o n  o f  s u r f a c e  b o u n d a r y  l a y e r  i s  s o l v e d . 

 

 
Ëü â ³ â . í à ö . ó í -ò  ³ ì å í ³  ² â à í à  Ô ð à í ê à ,  Ëü â ³ â     Î ä å ð æ à í î  

 11.11.10  

 


