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Н. П . П р о ц а х     
 
М І Ш А Н А  З А Д А Ч А  Д Л Я  У Л Ь Т Р А П А Р А Б О Л І Ч Н О Г О  Р І В Н Я Н Н Я   
З  О П Е Р А Т О Р О М  П А М ’Я T I  В  Н Е Ц И Л І Н Д Р И Ч Н І Й  О Б Л А С Т І       
 

Âñòàíîâëåíî ðîçâ’ÿçí³ñòü ì³øàíî¿ çàäà÷³ äëÿ óëüòðàïàðàáîë³÷íîãî ð³âíÿííÿ, 
ÿê å ì³ñòè òü ³íòåãðàëüíè é  îïåðàòîð.  Ç íàé äåíî ê ëàñè  îáëàñòåé , â ÿê è õ  ³ñíóº  
º äè íè é  ðîçâ’ÿçîê  ö ³º ¿ çàäà÷³.  Î òðè ìàíî äåÿê ³ îö ³íê è  ¿¿ ðîçâ’ÿçê ó.    
 

Ç à ä à ÷ ³  ä ë ÿ  ó ë ü ò ð à ï à ð à á î ë ³ ÷ í è õ  ð ³ â í ÿ í ü  ç ä å á ³ ë ü ø î ã î  â è â ÷ à ë è  ó  ö è ë ³ í -

ä ð è ÷ í è õ  î á ë à ñ ò ÿ õ .  Ç î ê ð å ì à ,  ï ð à ö ³  [ 4 –6 ,  8 ,  9 ]  â ñ ò à í î â ë þ þ ò ü  ó ì î â è  ³ ñ í ó â à í í ÿ  

º ä è í î ã î  ð î ç â ’ ÿ ç ê ó  ì ³ ø à í î ³  ç à ä à ÷ ³  ä ë ÿ  ó ë ü ò ð à ï à ð à á î ë ³ ÷ í è õ  ð ³ â í ÿ í ü  ç ³  ñ ò å -

ï å í å â è ì è  í å ë ³ í ³ é í î ñ ò ÿ ì è  â  ï ð î ñ ò î ð à õ  Ñ î á î ë º â à .  Ï ð à ö ÿ  [ 7 ]  ð î ç â è â à º  ö ³  ð å -

ç ó ë ü ò à ò è  ä ë ÿ  î á ë à ñ ò ³ ,  ÿ ê à  ì î æ å  ð î ç ø è ð þ â à ò è ñ ÿ  ÷ è  ç â ó æ ó â à ò è ñ ÿ  ç  ÷ à ñ î ì  ç à  

î ä í ³ º þ  ç  ã ð ó ï  ï ð î ñ ò î ð î â è õ  ç ì ³ í í è õ .  Î ò ð è ì à í î  [ 6 ,  9 ,  1 3 ]  ä å ÿ ê ³  î ö ³ í ê è  ð î ç -

â ’ ÿ ç ê ó  ï ð è  ç ð î ñ ò à í í ³  ÷ à ñ î â î ¿  ç ì ³ í í î ¿  ä ë ÿ  ê ë à ñ ³ â  í å ë ³ í ³ é í è õ  ó ë ü ò ð à ï à ð à á î -

ë ³ ÷ í è õ  ð ³ â í ÿ í ü  ó  ö è ë ³ í ä ð è ÷ í è õ  î á ë à ñ ò ÿ õ .  

Ï ³ ä  ÷ à ñ  ä î ñ ë ³ ä æ å í í ÿ  ð î ç â ’ ÿ ç í î ñ ò ³  ì ³ ø à í è õ  ç à ä à ÷  ä ë ÿ  ã ³ ï å ð á î ë ³ ÷ í è õ  ò à  

ï à ð à á î ë ³ ÷ í è õ  ð ³ â í ÿ í ü  ó  ï ð à ö ÿ õ  [ 1 0 ,  1 1 ]  â è ê î ð è ñ ò à í î  ì å ò î ä  ø ò ð à ô ó ,  à  â  [ 1 ,  2 ,  

1 2 ]  – ï å ð å õ ³ ä  ä î  ö è ë ³ í ä ð è ÷ í î ¿  î á ë à ñ ò ³ .  Ç í à é ä å í ³  ó ì î â è  ³ ñ í ó â à í í ÿ  ð î ç â ’ ÿ ç ê ó  

ì ³ ø à í è õ  ç à ä à ÷  ç à ë å æ à ò ü  â ³ ä  ò è ï ó  î á ë à ñ ò ³  ò à  ÿ ä ð à  ³ í ò å ã ð à ë ü í è õ  î ï å ð à ò î ð ³ â .  
Íè æ ÷ å  â  í å ö è ë i í ä ð è ÷ í i é  î á ë à ñ ò ³  ð î ç ã ë ÿ í ó ò î  ì ³ ø à í ó  ç à ä à ÷ ó  ä ë ÿ  í å ë ³ -

í ³ é í î ã î  ó ë ü ò ð à ï à ð à á î ë ³ ÷ í î ã î  ð ³ â í ÿ í í ÿ ,  ÿ ê å  ì ³ ñ ò è ò ü  ³ í ò å ã ð à ë ü í è é  î ï å ð à ò î ð .  
Ç í à é ä å í î  ê ë à ñ è  î á ë à ñ ò å é ,  ÿ ê ³  ç  ÷ à ñ î ì  ì î æ ó ò ü  ð î ç ø è ð þ â à ò è ñ ÿ  ÷ è  ç â ó æ ó -
â à ò è ñ ÿ ,  â  ÿ ê è õ  ³ ñ í ó º  º ä è í è é  ð î ç â ’ ÿ ç î ê  ö ³ º ¿  ç à ä à ÷ ³ .  Ç à ë å æ í î  â ³ ä  â è õ ³ ä í è õ  
ä à í è õ  ç à ä à ÷ ³  â ñ ò à í î â ë å í î  î ö ³ í ê è  ¿ ¿  ð î ç â ’ ÿ ç ê ó  .  

 Íå õ à é  Ω⊂ nR ,  ⊂ l
D R  – î á ì å æ å í ³  î á ë à ñ ò ³  ç  ì å æ à ì è  ∂Ω ∈ 1

C  ò à  

∂ ∈ 1
D C  â ³ ä ï î â ³ ä í î ;  T  – ô ³ ê ñ î â à í å  ÷ è ñ ë î  ç  ï ð î ì ³ æ ê à  ∞(0, );  α ∈( ), [0, ]t t T  – 

í å ï å ð å ð â í î  ä è ô å ð å í ö ³ é î â í à  ô ó í ê ö ³ ÿ  ò à ê à ,  ù î  α(0) = 1,  α( ) > 0t  ä ë ÿ  â ñ ³ õ  t ,  

Ω α ⋅ ∈ Ω ∈ Ω ∈= { : = ( ) , }, , , 0 < <
t t

x x t z z x y D t T ,  τ ∈ Ω= {( , , ) : ,
t

Q x y t x  

∞∈ τ τ ∈ ∞ ≡, 0 < < }, (0, ), ,y D t Q Q  = Ω × .

t
G D  

Â  î á ë à ñ ò ³  
T

Q  ä ë ÿ  ä î â i ë ü í î ã î  > 0T  ð î ç ã ë ÿ í å ì î  ì ³ ø à í ó  ç à ä à ÷ ó   
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 ∈
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( , , 0) = ( , ), ( , ) ,u x y u x y x y G  ( 4 )  

ä å  ∈Ω ∈∂={( , , ) : , , 0< < };
T t

S x y t x y D t T  Σ ∈∂Ω ∈={( , , ) : , ,
T t

x y t x y D  

< <0 },t T ∈ λ ν∑1

= 1

= {( , , ) : ( , , ) cos( , ) < 0},
l

T T i i

i

S x y t S x y t y

=

= ∈ λ ν ≥∑2

1

{( , , ) : ( , , ) cos( , ) 0},
l

T T i i

i

S x y t S x y t y  ν  – ç î â í ³ ø í ÿ  í î ð ì à ë ü  ä î  .
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Â â å ä å ì î  ï ð î ñ ò î ð è   

Σ

Σ

∈
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1
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2

( ) = { : ( ), | = 0, | = 0},
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Îçíà÷åííÿ 1. Ô ó í ê ö ³ þ  u  ç  ï ð î ñ ò î ð ó  ∩ 2

1
( ) ([0, ]; ( ))

T
V Q C T L G  í à ç â å ì î  

ð î ç â ’ ÿ ç ê î ì  ì ³ ø à í î ¿  ç à ä à ÷ ³  ( 1 ) –( 4 ) ,  ÿ ê ù î  â î í à  ç à ä î â î ë ü í ÿ º  ó ì î â ó  ( 4 )  ò à  
ð ³ â í ³ ñ ò ü   

+ λ + −

 − − −   

∑ ∑∫
∑ ∫

=1 , =1

=1 0

[ ( , , ) ( , , )
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g t s u d s v f x y t v d xd yd t

 ( 5 )  

ä ë ÿ  â ñ ³ õ  ô ó í ê ö ³ é  ∈
2
( ).

T
v V Q   

Í åõ àé  ä ë ÿ ê î åô ³ ö ³ º íò ³ â  ð ³ â íÿííÿ ( 1)  â è ê î íó þ ò ü ñ ÿ ó ì î â è   

(A):    

∞

=

∈ ξ ξ ≥ ξ
∈ =

∑
K

2

0

, 1

(0, ; ( )), = , ( , , ) | |

ä ë ÿ ì à é æ å â ñ ³ õ ( , , ) ò à â ñ ³ õ , 1 , , ,

n

i j i j j i i j i j

i j

T

a L T C G a a a x y t a

x y t Q i j n

 

−
0

äîäàòíà ñòàëà;a  

(G ):    ∈ 1
( ) ([0, ]);g t C T  

(L):    

∞ ∞λ ∈ λ ∈
∈ = K

(0, ; ( )), ( )

ä ë ÿ ì à é æ å â ñ ³ õ ( , , ) ò à â ñ ³ õ 1 , , ;

i iy Ti

T

L T C G L Q

x y t Q i l
 

(F):    ∈ 2
( );

T
f L Q  

(U):    ∈ 2

0
( ).u L G  

Íå õ à é  Ω× ×% = (0, );
T

Q D T  Ω ×% = ;G D  Σ ∂Ω × ×% = (0, );
T

D T  

Ω × ∂ ×% = ( 0 , ).
T

S D T  

Ð î ç ã ë ÿ í å ì î  â  î á ë à ñ ò ³  %
T

Q  ä î ï î ì ³ æ í ó  ç à ä à ÷ ó   
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∑ ∑ ∑
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%1
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S
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%
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ä å  ∈ λ ν∑% % %1

1

= 1
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1
 – ç î â í ³ø í ÿ  í î ð ì à ë ü  ä î  % ;

T
S  

ê î å ô i ö i º í ò è  ð ³â í ÿ í í ÿ  ( 6 )  ò à  ( 1 )  ï î â ’ ÿ ç à í i  ñ ï i â â i ä í î ø å í í ÿ ì è  λ% ( , , ) =
i
z y t  

λ α= ( ( ) , , ),
i

t z y t  α% ( , , ) = ( ( ) , , ),ij ia z y t a t z y t  α%( , , ) = ( ( ) , , ).f z y t f t z y t  
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Ï ð è ï ó ñ ê à ò è ì å ì î , ù î  â è ê î í ó º ò ü ñ ÿ  ó ì î â à  

(S) :   ³ñ í ó º  
−Γ ⊂ 1

1

l
R  ò à ê å , ù î  Γ

1
mes > 0  ³ ï î â å ð õ í þ  %

1

TS   

         ì î æ í à  ï î ä à ò è  ó  â è ã ë ÿ ä ³ Ω × Γ ×%1
1

= (0 , ).TS T  

Ò à ê î æ  ï ð è ï ó ñ ò è ì î , ù î  ∈ Ω ∈ Γ ∈1

1
= {( , , ) : , , (0, )}.

T t
S x y t x y t T  

Ï î ç í à ÷ è ì î  Γ ∂ Γ
2 1
= \ .D  

Îçíà÷åííÿ 2. Ô ó í ê ö ³þ  w  ç  ï ð î ñ ò î ð ó  ∩% %2

1
( ) ([0, ]; ( ))

T
V Q C T L G  í à ç â å ì î  

ð î ç â ’ ÿ ç ê î ì  ì ³ø à í î ¿  ç à ä à ÷ ³ ( 6 ) –( 9 ) , ÿ ê ù î  â î í à  ç à ä î â î ë ü í ÿ º  ó ì î â ó  ( 9 )  ò à  

ð ³â í ³ñ ò ü   

=

=

′α+ λ − + −α α
 −− − =  α 

∑ ∑ ∑∫
∑ ∫

%

%
%% % % %

%% %

2
= 1 = 1 , 1

2
1 0
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[ ( , , )
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i j
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l n n
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i i i jQT
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z z
i

a z y tt
w v z y t w v z w v w v

t t

g t s
w z y s d s v f x y t v d z d y d t

s

 ( 1 0 )  

ä ë ÿ  â ñ ³õ  ô ó í ê ö ³é  ∈ %%
2
( ).

T
v V Q   

Ì ³æ  ç à ä à ÷ à ì è  ( 1 ) –( 4 )  ò à  ( 6 ) –( 9 )  ³ñ í ó º  ò à ê è é  ç â ’ ÿ ç î ê :  ÿ ê ù î  ô ó í ê ö ³ÿ  w  º  

ð î ç â ’ ÿ ç ê î ì  ç à ä à ÷ ³ ( 6 ) –( 9 ) , ò î  ô ó í ê ö ³ÿ  ≡ ∈
α

( , , ) ( , , ), ( , , ) ,
( )

x
u x y t w y t x y t Q

t
 º  

ð î ç â ’ ÿ ç ê î ì  ç à ä à ÷ ³ ( 1 ) –( 4 ) . 

Ñ ï ð à â ä ³, â í à ñ ë ³ä î ê  ç à ì ³í è  
α

= ,
( )

x
z

t
 ä å  α(0) = 1 , ç  ð ³â í î ñ ò ³ ( 1 0 )  ï ³ñ ë ÿ  

ï î ç í à ÷ å í í ÿ  
α
( , , ) = ( , , ),

( )

x
w y t u x y t

t
 
α

α

%( , , )
( )

= ( , , )
( ( ))

n

x
v y t

t
v x y t

t
 î ä å ð æ è ì î  ð ³â -

í ³ñ ò ü  ( 5 ) . 

Í å õ à é  
∞ ∞

α α α α
0 1

0 < 0 <

inf ( ) = > 0, sup ( ) =
t t

t t
„

„

. Ï î ç í à ÷ è ì î  ∈% %2

3
( ) = { : ( ),V G v v L G  

∈ %2
( ),

x
i

v L G K= 1, , }i n . 

Ëåìà. Íåõàé âèêîíóºòüñÿ îäíà ç óìîâ: 1) ′ ′≤ α ≤0, 0g  àá î 

∞

′α ≥ ξ ξ ∞∫
0

0, ( ) < .g d  Ò îä³  äë ÿ äîâ³ ë üíîã î τ ∈ ∞[0, )  òà ô óíêö ³ é ∈ ∞([0, ))g C  ³  

∈ ∞ %2
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(0, , ( ))w L V G  âèêîíóºòüñÿ îö ³ íêà  

 τ

Πττ

 − ≤  α 
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ç à í è é  ³í ò å ã ð à ë  ³ñ í ó º . 
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Ä î â å ä å í í ÿ. Ç à ó â à æ è ì î , ù î   
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Â ð à õ ó â à â ø è  î ò ð è ì à í ³  î ö ³ í ê è ,  î ä å ð æ è ì î  ( 1 1 ) .  ◊ 
Òåîðåìà 1. Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè (A), (G), (L), (F), (U), (S ) òà 

îä íà ç  óìîâ:  à) ′ ′≤ α ≤0, 0g  àá î á ) 

∞

′α ≥ ξ ξ ∞∫
0

0, ( ) < .g d  ß êù î, êð ³ ì òîã î, 

α ∈ ∞ α2
( ) [0, ), (0) = 1,t C  ∞′′α + ∞ ∈ ∈α

% % %% % %
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0 3
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 òî 

³ ñíóº  ð îç â’ ÿç îê ì³ ø àíî¿  ç àä à÷ ³  (6 )–(9 ).  

Ä  î â å ä  å í í ÿ.  Í å õ à é  ∞ϕ
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{ }k

k
 – î ð ò î ã î í à ë ü í à  á à ç à  ï ð î ñ ò î ð ó  Ω2

0
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î ð ò î í î ð ì î â à í à  â  Ω2
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 Γ
Γ

∂∆ µ ∂1
2

= , = 0; = 0,
y

u
u u u

v

 ( 1 2 )  

ÿ ê ³  â ³ ä ï î â ³ ä à þ ò ü  â ë à ñ í è ì  ç í à ÷ å í í ÿ ì  µ
m
.  Ò ó ò  

∂ ∂∆ + +
∂ ∂

K

2 2

2 2

1

= ;
z

n
z z

 

∂ ∂∆ + +
∂ ∂

K

2 2

2 2

1

= .y

ly y

 

Í å õ à é  ϕ ψ ∈∑ ,

, = 1

( , , ) = ( ) ( ) ( ), ,
N

N N k m

k m

k m

w z y t c t z y N N  ä å  
,

( ),
N

k m
c t  K{ , } =1, , ,k m N  

º  ð î ç â ’ ÿ ç ê î ì  ç à ä à ÷ ³   

′αϕ ψ + λ ϕ ψ − ϕ ψ +α
 −+ ϕ ψ − ×  α α 

× ϕ ψ − ϕ ψ

∑ ∑∫
∑ ∑ ∫

%

%

%

%

=1 =1

2 2
, =1 =1 0

( )
[ ( ) ( ) ( , , ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )

( , , ) ( )
( ( )) ( ) ( , , )

( ( )) ( ( ))

( ( )) ( ) ( , , ) ( ) (

l n
N k m N k m N k m
t i y z ii i

i iG
tn n

i j N k m N
z z zi j i

i j i

k m k m
zj

t
w z y z y t w z y w z z y

t

a z y t g t s
w z y w z y s d s

t s

z y f z y t z =)] 0 ,y d x d y

 ( 1 3 )  

→∞
ϕ ψ −∑ %, 0, , 0 0, , 0 0 ( )3, = 1

(0) = ; ( , ) = ( ) ( ), = 0.l i m

N
N N N N k m N

k m k m k m
V G

Nk m

c u w z y u z y w u  ( 1 4 )  

Ç ã ³ ä í î  ç  ò å î ð å ì î þ  Ê à ð à ò å î ä î ð ³  [ 3 ]  ð î ç â ’ ÿ ç î ê  ö ³ º ¿  ç à ä à ÷ ³  ³ ñ í ó º  ³  í à ë å æ è ò ü  ä î  

ï ð î ñ ò î ð ó  τ1

0
([0, ]),C  ä å  τ ≤

0
T .  Ä î ì í î æ è ì î  ( 1 3 )  í à  

−ν
,

( ) ,
N t

k m
c t e  

ν λ +%= esssup | | 2,iyi
Q

ï ³ ä ñ ó ì ó º ì î  ç à  k  ³  m  â ³ ä  1  ä î  N  ò à  ï ð î ³ í ò å ã ð ó º ì î  ç à  

t  â ³ ä  0  ä î  τ.  Î ä å ð æ è ì î : 

 

τ

− ν

′α+ λ − +α

−+ − −
α α

− =

∑ ∑∫
∑ ∑∫

%

%

%

%

=1 =1

2 2
, =1 =10

( )
[ ( , , )

( )

( , , ) ( )
( , , )

( ( )) ( ( ))

( , , ) ] 0 .

l n
N N N N N N
t i y z ii i

i iQ

tn n
i j N N N N

z z z zi j i j
i j i

N t

t
w w z y t w w w z w

t

a z y t g t s
w w w z y s d s w

t s

f z y t w e d z d y d t

 ( 1 5 ) 

Î ö ³ í è ì î  ä î ä à í ê è  î ò ð è ì à í î ¿  ð ³ â í î ñ ò ³  î ê ð å ì î : 

 

−ν −ν

τ τ

−ν −ν

τ

= −

ν− +

∫ ∫
∫ ∫

% %

% %

2

1

2 2

0

0

1
= ( )

2

1
( ) ( ) ;

2 2

N N t N t

t

Q G

N t N t

G Q

I w w e dzdydt w e dzdy

w e dzdy w e dzdydt
 

−ν −ν

=
τ τ

α α
− =

α α∑∫ ∫
% %

2

2

1

'( ) '( )
= ( ) ;

( ) ( )j

n
N N t N t

z j
jQ Q

t t
I w w z e d z d y d t n w e d z d y d t

t t
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−ν −ν

τ τ

−ν −ν

τ

−ν

τ

≥
α α

λ λ σ −

λ−

∑∑∫ ∫
∑ ∑∫ ∫
∫

% %

%

%

%

% %

2

= 1
3 02 2

, = 1

2
4

= 1 = 1
2

1
2

| |

= ( , , ) ;
( ( ) ) ( ( ) )

1= ( , , ) = | |
2

( ) ,
2

n
N

N N
zn iz zi j t ti

ij
i jQ Q

l l
N N t N t

i y ii
i iSQ

N t

Q

ww w

I a z y t e d z d y d t a e d z d y d t
t t

I z y t w w e d z d y d t w e d

l
w e d z d y d t

 

ä å  λ λ%1 = esssup | |iyi
Q

. 

Â ð à õ ó â à â ø è  ë å ì ó  1 ,  ç í à é ä å ì î : 

 

−ν

τ

−ν −ν

Πττ

  − − ≥ α 
∇≥ − χ + α

∑∫ ∫
∑∫ ∫

%

%

�

5 2

= 10

2

= 1

( , , )
= ( ) ( , , )

( ( ))

1| | .
2

Nt n
z N ti

zi
iQ

n
t tz

zi
iQ

w z y s
I g t s d s w z y t e d zd yd t

s

w
w e d zd yd t g e d yd t

 

Ä à ë ³   

 

−ν

τ

−ν −ν

τ τ

≤

≤ +

∫
∫ ∫

%

% %

%

%

6

2 2

= ( , , )

1 1
( ( , , )) ( ) .

2 2

N t

Q

t N t

Q Q

I f z y t w e dzdydt

f z y t e dzdydt w e dzdydt
 

Ò î ä ³  ç  ( 1 5 ) ì à º ì î   

 

−ντ

τ τ

−ν −ν −ν

Πτ
−ν

τ

  ′α + + + − χ ×     α  α  
∇× + + λ σ ≤α

≤ +

∑∫ ∫
∑∫ ∫

∫ ∫

% %

% %

%�

%

2 2 20

2

= 11

2

2
= 1

2

2 2

0

0

2( )
( ) 1 ( ) 2 | |

( )

| ( )

( ( , , ) ) ( ( , ) ) .

n
N N N

zi
iG Q

N l
t t N tz

S
iS

t

Q G

at
w e d z d y n w w

t

w
e d z d y d t g e d y d t w e d

f z y t e d z d y d t w z y d z d y

 ( 1 6 ) 

Ç ( 1 6 ) ò à  ó ì î â è  ò å î ð å ì è  1  î ä å ð æ è ì î : 

 

−ντ −ν

τ τ

−ν

Πτ τ

 + + +  
 ∇  + ≤ +α   

∑∫ ∫
∫ ∫ ∫

% %

%

%
�

2 2 2

= 1

2 2

1 0

0

( ) ( ) | |

( ) ,

n
N N N t

zi
iG Q

N
tz

DQ

w e dzdy w w e dzdydt

w
g e dydt M f dzdydt u dzdy

 ( 1 7 ) 

ä å  ñ ò à ë à  
1
M  í å  ç à ë å æ è ò ü  â ³ ä  N  ò à  T . 

Ä î ì í î æ è ì î  ( 1 3 ) í à  â ë à ñ í å  ç í à ÷ å í í ÿ  ç à ä à ÷ ³  ( 1 2 ) −ν− µ t
me  ò à  ç à ì ³ í è ì î  

â è ð à ç  − µ N
mu  í à  −∆ N

yu  ç ã ³ ä í î  ç  ( 1 2 ). Ì à ò è ì å ì î : 

τ

′ α− − + λ − α ∑ ∑ ∑∑∫
%

%

= 1 = 1 = 1 = 1

( )
( ) ( , , )

( )

n l l l
N N N N N
t z i y y i y y yi k k i k k

i k k iQ

t
w w z w z y t w w

t
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−ν −ν

τ

 −− + ×  α α 
× = −

∑ ∑ ∑∫
∑ ∑∫

%

%

%

2 2
, = 1 = 1 = 10

= 1 = 1

( )
( , , )

( ( )) ( ( ))

( , , ) .

N tn l n
z N Ni

ij y y z zk k i i
i j k i

l l
N t N t
y y z y yk k i k k

k kQ

w g t s
a z y t w w d s

t s

w e d z d y d t f z y t w e d z d y d t

 ( 1 8 ) 

Î ö ³ í è ì î  ä î ä à í ê è  ö ³ º ¿  ð ³ â í î ñ ò ³  î ê ð å ì î : 

 

−ν −ντ

τ τ

−ν

τ

−ν

τ τ

− −

ν− +

′ ′α α= = − ×α α

×

∑ ∑∫ ∫
∑ ∑∫ ∫

∑∑ ∑∑∫ ∫

% %

% %

% %

2

1

= 1 = 1

2 2
0

= 1 = 1
0

2

= 1 = 1 = 1 = 1

1= = ( )
2

1 ( ) ( ) ;
2 2

( ) ( )
( ) ( )

l l
N N t N
t y y yj j j

j jQ G

l l
N N t
y yj j

j jG Q

n l n l
N N t N
z i y y z y ii j j i j

i j i jQ Q

yj

I w w e dzdydt w e dzdy

w dzdy w e dzdydt

t t
I w z w e dzdydt w z

t t

w −ν −ν

τ

−ν

τ

−ν

τ

′α= α

− ≥
α

≥
α

∑∫
∑ ∑∫
∑∑

∫

%

%

%

%

2

= 1

3 2
, = 1 = 1

2

= 1 = 1
0 2

( )
( ) ;

2 ( )

=
( ( ) )

| |

;
( ( ) )

l
N t N t

yi
jQ

N
n l

z N ti
ij y y zk k j

i j kQ

n l
N
z yi k

ti k

Q

tn
e dzdydt w e dzdydt

t

w
I a w e dzdydt

t

w

a e dzdydt
t

 

Â è ê î ð è ñ ò à â ø è  ë å ì ó ,  ç í à é ä å ì î : 

 

−ν

τ

−ν

τ

−ν −ν

Πττ

τ

−= =α
 −= − ≥  α 

∇≥ −χ + α
= −

∑ ∑∫ ∫
∑∑∫ ∫
∑∑ ∑∫ ∫

%

%

%

%

�

4 2

= 1 = 10

2

= 1 = 1 0

2

= 1 = 1 = 1

5

( )

( ( ))

( )

( ( ))

1| | ;
2 ( )

t n l
N N t
z y y zi j j i

i jQ

tn l
N N t
z y y zi j j i

i jQ

N
n l l

z yN t ti
z yi j

i j iQ

Q

g t s
I w d s w e d z d y d t

s

g t s
w d s w e d z d y d t

s

w
w e d z d y d t g e d z d y d t

t

I −ν −ν

−ν

Πτ

−ν −ν

τ τ

−ν

τ

λ = λ σ −

− λ

= − ≤ +

+

∑ ∑ ∑∫ ∫
∑∑∫
∑ ∑∫ ∫
∑∫

% %

%

% %

% %

2

= 1 = 1 = 1
2

1 2

= 1 = 1

2

6

= 1 = 1

2

= 1

| |

( ) ;

1 ( )
2

1 ( ) ;
2

l l l
N N t N t

i y y y i yi j j i
i j jS

n l
N t
y zj i

i j

l l
N t t
y y yi i i

j jQ Q

l
N t
yi

jQ

w w e d z d y d t w e d

w e d z d y d t

I f w e d z d y d t f e d z d y d t

w e d z d y d t

 

Ç ( 1 8 ) ì à º ì î : 

−ντ

τ τ

′α + λ σ + + +  α ∑ ∑∫ ∫ ∫
% %

%2 2 2

= 1 = 1
2

( )
( ) ( ) 1 ( )

( )

l l
N N N
y i y yi i i

i iSG Q

t
w e d z d y w d n w

t
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−ν

Πτ

−ν −ν

τ

∇ + − χ + ×    αα   
× ≤ +

∑∑ ∑∫
∑ ∑∫ ∫

% %

�

%

20

2

= 1 = 1 = 11

2 2

0

= 1 = 1
0

( )
| |

( )( )

.

N
n l l

z yN t i
z yi j

i j j

l l
t t

y yi i
i iQ G

w ta
w e d z d y d t g

t

e d y d t f e d z d y d t u d z d y

( 1 9 ) 

Çâ ³ ä ñ è  

 

−ντ −ν

τ τ

−ν

Πτ τ

 + + +   
 ∇  + ≤ +α   

∑ ∑∑∫ ∫
∑ ∑ ∑∫ ∫ ∫

% %

% %

%�

2 2 2

= 1 = 1 = 1

2 2

2 0

= 1 = 1 = 1
0

( ) ( ) | |

( )
,

( )

l n l
N N N t
y y z yi i i j

i i jG Q

N
l l l

z y ti
y yi i

j i iQ G

w e dzdy w w e dzdydt

w t
g e dydt M f dzdydt u dzdy

t

 ( 2 0 ) 

ä å  ñ ò à ë à  
2
M  í å  ç à ë å æ è ò ü  â ³ ä  N  ò à  .T  

Ä è ô å ð å í ö ³ þ º ì î  ( 1 3 ) ï î  t ,  ä î ì í î æ è ì î  í à  ( )
N
i j tc t  ò à  ï ð î ³ í ò å ã ð ó º ì î  ç à  

ç ì ³ í í î þ  t :  

 

τ

′ ′′ ′ α α α − α− − + α α

+ λ + λ + +α
′− α+ +α

∑ ∑∫
∑ ∑

%

% % %

% %

2

2
= 1 = 1

2
= 1 , = 1

2

( ) ( ) ( ) ( ( ))
( )

( ) ( ( ))

( ( , , ) ( , , ) ) ( ( , , )
( ( ))

2 ( )
( , , ) ( , , )

( ( )) (

n n
N N N N
tt z t i z i ti i

i iQ

N
l n

zN N N i
it y i y t t ij ti i

i i j

N N
z t zi i

ij ij

t t t t
w w z w z w

t t

w
z y t w z y t w w a z y t

t

w w t
a z y t a z y t

t

τ

− −α α
 ′  − −  α  

∑
∑∫ ∫

%

3 2
= 1

2
= 10

(0 )
( )) ( ( ))

( ) = ( , , ) ,
( ( ))

N
n

zN Ni
z t z ti i

i
Nt n
z N Ni

z t t ti
i Q

w
w g w

t t

w
g t s d s w d z d y d t f z y t w d z d y d t

s

 ( 2 1 ) 

Î ö ³ í è â ø è  ä î ä à í ê è  ö ³ º ¿  ð ³ â í î ñ ò ³ ,  ï î ä ³ á í î  ä î  î ö ³ í î ê  ð ³ â í î ñ ò å é  ( 1 5 ) ò à  ( 1 8 ),  ò à  

â ð à õ ó â à â ø è ,  ù î  
′′ ′α α
α α< , <C C , îòðèìàºìî îö³íêó  

 

−ντ −ν

τ τ

−ν

Πτ τ

 + + +  
∇  + ≤ + + + α   

  + + +    

∑∫ ∫
∑∫ ∫

∑∫

% %

%

%

%
�

2 2 2

= 1

2 2 2

3

= 1

2 2 2

0 0 0

= 1
0

( ) ( ) | |

( )

( )

,

n
N N N t
t t z ti

iG Q

N l
tz t

y ti
iQ

l

y ti
iG

w e dzdy w w e dzdydt

w t
g e dydt M f f f dzdydt

t

u u u dzdy

 ( 2 2 )  

ä å  ñ òàë à 
3
M  íå  ç àë å æ èòü  â ³ä  N  òà .T  

Ç  îö³íîê ( 1 7 ) , ( 2 0 ) , ( 2 2 )  â èï ë èâ àº ³ñ íóâ àííÿ  òàêî¿  ï ³ä ï îñ ë ³ä îâ íîñ ò³ ï îñ ë ³-

ä îâ íîñ ò³ ∞
=1

{ }N
N

w  ( ç à ÿ êîþ  ç á å ðå æ å ìî òå  ñ àìå  ï îç íà÷ å ííÿ ) , ù î ï ðè → ∞N   

 ∞→ → ∗ − %2, ñëàáêî â ((0, ); ( )),N N

t t
w w w w L T L G  

 
∞→ →% %2 2

ñëàáêî â ((0, ); ( )), ñëàáêî â ( ),
N N
z z y yi i j j

w w L T L G w w L Q  

∈K K= 1, , , 1, , .i n j l  Ç  ð³â íîñ ò³ ( 1 3 )  òà îòðèìàíèõ  ç á ³æ íîñ òå é  â èï ë èâ àº, ù î 

w  – ðîç â ’ ÿ ç îê ç àä à÷ ³ ( 6 ) –( 9 ) .  
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Ä îâ å ä å ìî ºä èí³ñ òü  ¿ ¿  ðîç â ’ ÿ ç êó.  Í å õ àé  ³ñ íóº ä â à ðîç â ’ ÿ ç êè ç àä à÷ ³ ( 6 ) –( 9 )  

1
w  òà 

2
w .  Ò îä ³ ¿ õ íÿ  ð³ç íèöÿ  −

1 2
=

def

w w w  ç àä îâ îë ü íÿ òèìå  ð³â í³ñ òü   

 

′α+ λ − + ×α α
 −× −   α 

∑ ∑ ∑∫
∑∫

%

%
%

2
= 1 = 1 , = 1

2
= 1 0

( , , )( )
[ ( , , )

( ) ( ( ))

( )
( , , ) ] = 0

( ( ))

l n n
ij

t i y i zi i
i i i jQT

tn

z z z zi j i i
i

a z y tt
w w z y t w w z w w

t t

g t s
w w w z y s d s w d zd yd t

s

 ( 2 3 )  

òà íóë ü îâ ó ï î÷ àòêîâ ó óìîâ ó.  Â ðàõ óâ àâ ø è óìîâ è, íàêë àä å í³ íà êîå ô ³ö³ºíòè 

ð³â íÿ ííÿ  ( 6 ) , àíàë îã ³÷ íî ä î ä îâ å ä å ííÿ  íå ð³â íîñ ò³ ( 1 7 ) , îä å ðæ èìî ð³â í³ñ òü   

Πτ ττ

  ∇+ + + ≤  α ∑∫ ∫ ∫
%

�
2 2 2

= 1

( ) ( ) | | 0,
n N

N N N

zi
iD Q

w
w d z d y w w d z d y d t g d y d t  ( 2 4 )  

òîá òî, = 0,w  à îòæ å , ³ 
1 2
= .w w  ◊ 

Ä ë ÿ  ðîç â ’ ÿ ç êó ç àä à÷ ³ ( 1 ) –( 4 )  â èêîíóºòü ñ ÿ  íå ð³â í³ñ òü  Ï óàíêàðå –Ô ð³ä ð³õ ñ à  

 ≤ ∑∫ ∫2 2

1

= 1

,
n

xi
iG G

u d x d y C u d x d y  ( 2 5 )  

ä å  ñ òàë à 
1
C  ç àë å æ èòü  ò³ë ü êè â ³ä  n  òà îá ë àñ ò³ .G  

Ï îç íà÷ èìî 
∈

 ′αν ⋅ − λ + − χ  α α 
1 0

0 1 2[ 0, ]
1

2( )
= i n f 2 .

( )t T

at
n C

t
 

Òåîðåìà 2. Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè òåîðåìè 1, ôóíêö³ÿ ≡
0

0,u  

÷ èñë î ν
0
> 0 . 

Ò îä ³, ÿ êù î 

1 )  ô óíêö³ÿ  ≡ 0,f  òî  

 
−ν

  ≤   
∫ ∫2 2 0

0

0

( , ) ;
t

G G

u dxdy u x y dxdy e  ( 2 6 )  

2 )  ô óíêö³ÿ  ( , , )f x y t  ä ë ÿ  â ñ ³õ  ∈( , )x y G  ç àä îâ îë ü íÿ º óìîâ ó 

−≤( , , ) ( , ,0)
Ctf x y t f x y e , ä å  C  – ä îä àòíà ñ òàë à, α

3
sup | ( ) |<t C , òî ³ñ íóº òàêà 

ñ òàë à 
2
> 0C , ù î ä ë ÿ  ðîç â ’ ÿ ç êó ç àä à÷ ³ ( 1 ) –( 4 )  â èêîíóºòü ñ ÿ  îö³íêà  

 
−ν

  +  
∫ ∫2 2

0 2

0

t

G G

u dxdy u dxdy C e„  ( 2 7 )  

ä ë ÿ  ν ν
0

= ,  ÿ êù î ν
0
< 2C  òà ν0 < < 2 ,C  ÿ êù î ν

0
> 2C .   

Ä î â å ä å í í ÿ. À íàë îã ³÷ íî ä î ä îâ å ä å ííÿ  îö³íêè ( 1 6 ) , ç àñ òîñ óâ àâ ø è 
íå ð³â í³ñ òü  Ï óàíêàðå –Ô ð³ä ð³õ ñ à ( 2 5 ) , îòðèìóºìî íå ð³â í³ñ òü   

 

τ τ τ

  + ν ≤ +  
∫ ∫ ∫ ∫2 2 2 2

0 1 0

0

.

G Q Q G

u dxdy u dxdydt M f dxdydt u dxdy  ( 2 8 )  

Ï îç íà÷ èìî η ∫ 2
( ) = .

G
t

t u dxdy  Ç  ( 2 8 )  ìàºìî  

′η ≤ − ν η + ∫ 2

0 1
( ) ( ) .

G
t

t t M f dxdy  ( 2 9 )  
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ß êù î ≡ 0,f  òî ç  ( 2 9 )  ìàºìî 
−νη ≤ η 0( ) (0) .

t

t e  

ß êù î −≤( , , ) ( , ,0)
Ctf x y t f x y e , òî ç  ( 2 9 )  îä å ðæ èìî −′η ≤ − ν η + 2

0 4
( ) ( ) ,

Ct
t t C e  

ä å  Ω
4 3
= sup ( , , 0) | || | .

G

C f x y D C  

Ç â ³ä ñ è â èï ë èâ àº, ù î ³ñ íóº òàêà ñ òàë à 
2
> 0C , ùî  

−νη ≤ η +
2

( ) ( (0) )
t

t C e  ( 3 0 )  

ä å  ν ν
0

= ,  ÿ ê ùî ν
0
< 2C  ò à  ν0 < < 2 ,C  ÿ ê ùî ν

0
> 2C .  ◊ 
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СМЕШАННАЯ ЗАДАЧА ДЛЯ У ЛЬ Т Р АП АР АБ О ЛИ ЧЕСК О Г О  У Р АВ НЕНИ Я С О П ЕР АТ О Р О М 
П АМЯT И  В  НЕЦ И ЛИ НДР И ЧЕСК О Й  О Б ЛАСТ И       
 
Ä î ê à ç à í à  ð à ç ð å ø è ì î ñ ò ü  ñ ì å ø à í í î é  ç à ä à ÷ è  ä ë ÿ  ó ë ü ò ð à ï à ð à á î ë è ÷ å ñ ê î ã î  ó ð à â í å í è ÿ  
ñ  è í ò å ã ð à ë ü í û ì  î ï å ð à ò î ð î ì . Í à é ä å í û  ê ë à ñ ñ û  î á ë à ñ ò å é ,  â  ê î ò î ð û õ  ñ ó ù å ñ ò â ó å ò  
å ä è í ñ ò â å í í î å  ð å ø å í è å  ç à ä à ÷ è . Ï î ë ó ÷ å í û  í å ê î ò î ð û å  î ö å í ê è  ð å ø å í è ÿ  ç à ä à ÷ è . 
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M I X E D  P R O B L E M  F O R  U L T R A P A R A B O L I C  E Q U A T I O N  W I T H  M E M O R Y  T E R M  I N  
N O N C Y L I N D R I C A L  D O M A I N      
 
T h e  s o l v a b i l i t y  o f  m i x e d  p r o b l e m  f o r  u l t r a p a r a b o l i c  e q u a t i o n  w i t h  t h e  i n t e g r a l  o p e r a t o r  
i s  e s t a b l i s h e d . S o m e  c l a s s e s  o f  d o m a i n s  w h e r e  t h e  s o l u t i o n  o f  t h e  m i x e d  p r o b l e m  e x i s t s  
a n d  i s  u n i q u e  a r e  f o u n d . S o m e  e s t i m a t e s  o f  t h e  s o l u t i o n  o f  t h e  m i x e d  p r o b l e m  a r e  
o b t a i n e d . 
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