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Ââåäåíî ïîíÿòòÿ l p m -ì îäó ë ÿ íà ä à ñ îö ³à òè âíè ì  ê ³ë ü ö åì  òà  Ö ³ã ë åð îâîã î 
ñ ïåê òð à  äë ÿ ì ó ë ü òè ïë ³ê à ö ³é íè õ  ì îäó ë ³â.  Ð îç ã ë ÿíó òî ÷ è ñ òî- ì ó ë ü òè ïë ³ê à -
ö ³é í³ ì îäó ë ³ ³ äîâåäåíî à íà ë îã  òåîð åì è  Ä å-Ì à ð ê î ³ Î ð ñ à òò³ ïð î ð åòð à ê ò-

í³ñ òü  ì à ê ñ è ì à ë ü íîã î ñ ïåê òð à  â ïð îñ òîð ³ ( )ZgSpec M . Î ñ íîâí³ ð åç ó ë ü òà òè  

ñ ô îð ì ó ë ü îâà íî â òåîð åì à õ  1 ,  2  ³ 3 .   

 
Ìóë üò è ï ë ³ê àö ³éí ³ ì îä óë ³ âï åð ø å âè â÷ àâ Á àð í àð  [1 ], ÿê è é í àâ³â ï ð è -

ê ë àä è  ò à âñò àí îâè â åë åì åí ò àð í ³ ¿ õ  âë àñò è âîñò ³. Ï îä àë üø ³ ð åçóë üò àò è  ì óë ü-
ò è ï ë ³ê àö ³éí è õ  ì îä óë ³â í àä  í åê îì óò àò è âí è ì è  ê ³ë üö ÿì è  âè ñâ³ò ë åí î â îã ë ÿä î-
â³é ñò àò ò ³ Òóã àí á àº âà [4]. Ä åÿê ³ ä àí ³ ï ð î í è õ  îï óá ë ³ê îâàí î â  ñò àò ò ÿõ  [5, 6]. 

Íè æ ÷ å âñò àí îâë åí î àí àë îã  â³ä îì îã î ð åçóë üò àò ó ³ò àë ³éñüê è õ  ì àò åì àò è -
ê ³â Ä å-Ìàð ê î ò à Î ð ñàò ò ³, ÿê è é ñò îñóâàâñÿ ï åð âè í í îã î ñï åê ò ð à ê îì óò àò è â-
í îã î ê ³ë üö ÿ, â ÿê îì ó ê îæ í è é í åí óë üîâè é ï åð âè í í è é ³ä åàë  ì ³ñò è ò üñÿ â º ä è -
í îì ó ì àê ñè ì àë üí îì ó [2 ]. Â âåä åí î ï îí ÿò ò ÿ l p m -ì îäó ë ÿ ò à  âè â÷ åí î ä åÿê ³ 
âë àñò è âîñò ³ ï åð âè í í îã î S p e c (R) ò à ì àê ñè ì àë üí îã î Ma x (R) ñï åê ò ð ³â ì óë üò è -
ï ë ³ê àö ³éí îã î ì îä óë ÿ í àä  àñîö ³àò è âí è ì  ê ³ë üö åì  R ç í åí óë üîâîþ îä è í è ö åþ.  

Òåðìі í î ë î ã і ÿ  ò à  ï î ï åðåä í і â і ä î ìî ñ ò і.  Â âåä åì î îçí à÷ åí í ÿ ³ 
í àã àä àº ì î ä åÿê ³ ôàê ò è , í åîá õ ³ä í ³ ä ë ÿ ï îä àë üø îã î âè ê ë àä ó ò à 
ôîð ì óë þâàí í ÿ ð åçóë üò àò ³â. 

Î ç í à ÷ åí í ÿ  1. Íåõ àé R – ä îâ³ë üí å ê ³ë üö å, M – ë ³âè é R-ì îä óë ü. Íàçâåì î 
M ì óë üò è ï ë ³ê àö ³éí è ì  ì îä óë åì , ÿê ù î ä ë ÿ ê îæ í îã î éîã î ï ³ä ì îä óë ÿ N ³ñí óº  
ò àê è é ³ä åàë  B ê ³ë üö ÿ R, ù î N= BM [4]. 

Íàã àä óº ì î, ù î ê îæ åí  ö è ê ë ³÷ í è é ì îä óë ü ì óë üò è ï ë ³ê àö ³éí è é, çîê ð åì à, 
ê îæ åí  ï ð îñò è é. Â ³ä îì î, ù î ä è ñò ð è á óò è âí ³ ì îä óë ³ õ àð àê ò åð è çóþò üñÿ ò ³º þ 
óì îâîþ, ù î âñ³ ¿ õ  ñê ³í ÷ åí í îï îð îä æ åí ³ ï ³ä ì îä óë ³ ì óë üò è ï ë ³ê àö ³éí ³ [4]. 

Î ç í à ÷ åí í ÿ  2 . Ê ³ë üö å R í àçè âàþò ü ³í âàð ³àí ò í è ì  çë ³âà (³í âàð ³àí ò í è ì  
ñï ð àâà), ÿê ù î ê îæ åí  ë ³âè é (ï ð àâè é) ³ä åàë  ö üîã î ê ³ë üö ÿ º  ä âîñò îð îí í ³é. 
² í âàð ³àí ò í ó îá ë àñò ü í àçè âàþò ü ä óî-îá ë àñò þ [4]. 

Â è ê îð è ñò îâóâàò è ì åì î çàã àë üí îï ð è éí ÿò ³ ï îçí à÷ åí í ÿ:  
S p e c (M) – ì í îæ è í à ï åð âè í í è õ  ï ³ä ì îä óë ³â ì îä óë ÿ M;  
Ma x (M) ³ Min (M) – ì í îæ è í è  ì àê ñè ì àë üí è õ  ³ ì ³í ³ì àë üí è õ  ï åð âè í í è õ  
ï ³ä ì îä óë ³â ì îä óë ÿ M.  

Ê ð ³ì  ö üîã î, âè ð àç S p e c Zg (M) ï îçí à÷ àò è ì å ì í îæ è í ó âñ³õ  ÷ è ñò î-ï åð âè í -

í è õ  ï ³ä ì îä óë ³â ì îä óë ÿ M (ä è â. îçí à÷ åí í ÿ). 
Íåõ àé M – ë ³âè é R-ì îä óë ü, N – ä îâ³ë üí è é éîã î ï ³ä ì îä óë ü. Íåõ àé 

U
l
(N)= { }∈ ⊄

l
P  Spec (M)|N  P . × åð åç ξ( )M  ï îçí à÷ àò è ì åì î ñ³ì ’þ âñ³õ  ï ³ä -

ì í îæ è í  = ⊆( ) ( )
l l

U U N Spec M . ß ê ù î ä ë ÿ ê îæ í î¿  ï àð è  ï ³ä ì îä óë ³â 
1 2
,L L  

ì îä óë ÿ M ³ñí óº  ò àê è é ï ³ä ì îä óë ü H, ù î ∩ =
1 2

( ) ( ) ( )
l l l

U L U L U H , ò î ξ( )M  

ì ³ñò è ò ü ï îð îæ í þ ì í îæ è í ó ò à âåñü ï ð îñò ³ð  ( )
l

Spec M . Î ê ð ³ì  ò îã î, ξ( )M  º  

çàì ê í åí à â³ä í îñí î ä îâ³ë üí è õ  îá ’º ä í àí ü ò à ñê ³í ÷ åí í è õ  ï åð åò è í ³â. Î ò æ å, 
( )
l

Spec M  á óä å ò î ï î ë î ã ³ ÷ í è ì  ï ð î ñ ò î ð î ì  ç  ò î ï î ë î ã ³ º þ  Ç à ð è ñ ü ê î ã î . Î ê ð ³ì  

ö üîã î, çàçí à÷ è ì î, ù î ì îä óë ü M ò îä ³ í àçè âàþò ü ò îï îë îã ³÷ í è ì  ï ð àâè ì  R-ì î-
ä óë åì  àá î ï ð àâè ì  R-ì îä óë åì  ç ò îï îë îã ³º þ Ç àð è ñüê îã î. Òîì ó S p e c (R) ò à 
Ma x (R) ì îæ åì î ð îçã ë ÿä àò è  ÿê  ò îï îë îã ³÷ í ³ ï ð îñò îð è .  

 

Ë åìà  1. Íåõ àé M – í åí óë üîâè é ì óë üò è ï ë ³ê àö ³éí è é R-ì îä óë ü. Òîä ³: 
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1. Ê îæ åí  âë àñí è é ï ³ä ì îä óë ü ì îä óë ÿ M ì ³ñò è ò üñÿ â ä åÿê îì ó 
ì àê ñè ì àë üí îì ó ï ³ä ì îä óë ³ ì îä óë ÿ M.  
2 . Ï ³ä ì îä óë ü K á óä å ì àê ñè ì àë üí è ì  â M ò îä ³ ³ ë è ø å ò îä ³, ê îë è  
³ñí óº  ò àê è é ì àê ñè ì àë üí è é ³ä åàë  Q ê ³ë üö ÿ R, ù î = ≠K QM M . 

Î ç í à ÷ åí í ÿ  3. Ä âà ì àê ñè ì àë üí ³ ï ³ä ì îä óë ³ 
1
M  ò à 

2
M  ë ³âîã î ì îä óë ÿ M 

í àçè âàþò üñÿ çâ’ÿçàí è ì è , ÿê ù î ≅
1 2

/ /M M M M . 

Í åê î ìó ò à ò è â í è é  à í à ë î ã  ò åî ðåìè  Ä å-Ì à ðê î  ò à  Î ðñ à ò ò ³ . 

Î ç í à ÷ åí í ÿ  4. Íåõ àé M – ä îâ³ë üí è é ë ³âè é ì óë üò è ï ë ³ê àö ³éí è é ì îä óë ü. 
Òàê è é ì îä óë ü í àçè âàþò ü l p m -ì î ä ó ë å ì  (ë ³âè ì  p m -ì îä óë åì ), ÿê ù î ê îæ åí  
ï åð âè í í è é éîã î ï ³ä ì îä óë ü ì àº , ç ò î÷ í ³ñò þ ä î ³çîì îð ô³çì ó, îä è í  ï ð îñò è é 
ã îì îì îð ôí è é îá ð àç. 

Òîá ò î, ÿê ù î →
1

:f P S , →
2

:g P S  – ä âà ä îâ³ë üí ³ ì îä óë üí ³ ã îì îì îð ô³ç-

ì è  ³ 
i

S , = 1,2i  – ï ð îñò ³ ï ³ä ì îä óë ³ ì îä óë ÿ M, ä å P – ï åð âè í í è é ï ³ä ì îä óë ü 

ì îä óë ÿ M, ò î ≅
1 2

S S . 

Î ç í à ÷ åí í ÿ  5. Íåõ àé M – ä îâ³ë üí è é ë ³âè é ì óë üò è ï ë ³ê àö ³éí è é ì îä óë ü. 
É îã î í àçè âàþò ü l p m -ì îä óë åì  (ë ³âè ì  p m -ì îä óë åì ), ÿê ù î ê îæ åí  ï åð âè í í è é 
ï ³ä ì îä óë ü ö üîã î ì îä óë ÿ ì ³ñò è ò üñÿ, ç ò î÷ í ³ñò þ ä î çâ’ÿçí îñò ³, â º ä è í îì ó 
ì àê ñè ì àë üí îì ó ï ³ä ì îä óë ³ ì îä óë ÿ M. 

Ä îâåä åì î åê â³âàë åí ò í ³ñò ü ö è õ  îçí à÷ åí ü. 

Òåî ðåìà  1. Î çí à÷ åí í ÿ 4 ò à 5 åê â³âàë åí ò í ³. 
Ä îâåä åí í ÿ.  
Ä îâåä åì î í åîá õ ³ä í ³ñò ü. Íåõ àé ì àº ì î ì îä óë ü M, ê îò ð è é á óä å l p m -ì îä ó-

ë åì  (ó ñåí ñ³ îçí à÷ åí í ÿ 4.). Ð îçã ë ÿí åì î ï åð âè í í è é ï ³ä ì îä óë ü P ì îä óë ÿ M. 
Ï ð è ï óñò è ì î, ù î í å âè ê îí óº ò üñÿ óì îâà ä ð óã îã î îçí à÷ åí í ÿ, ò îá ò î ³ñí óþò ü 
ò àê ³ ä âà ð ³çí ³ ì àê ñè ì àë üí ³ ï ³ä ì îä óë ³ 

1
M  ò à 

2
M  ì îä óë ÿ M, ù î ⊆

1
P M  ³ 

⊆
2

P M . Î ñê ³ë üê è  
1
M  ò à 

2
M  – ð ³çí ³ ì àê ñè ì àë üí ³ ï ³ä ì îä óë ³, ò î + =

1 2
M M M , 

³ /
i

M M , = 1,2i , á óä å ï ð îñò è ì  ï ³ä ì îä óë åì . Î ê ð ³ì  ö üîã î, ⊂ ⇒ ⊂
1

P M P M . 

Òîä ³ ⊂
1
/ /M P M P . Ï îá óä óº ì î ã îì îì îð ô³çì è : →

1
: / /f M P M M  ò à 

→
2

: / /g M P M M . Î ñê ³ë üê è  M – l p m -ì îä óë ü, ò î çà îçí à÷ åí í ÿì  4 

≅
1 2

/ /M M M M . Ö å ì îæ ë è âî ë è ø å ò îä ³, ê îë è  =
1 2

M M . Ñ óï åð å÷ í ³ñò ü. 

Ä îâåä åì î ä îñò àò í ³ñò ü. Íåõ àé M – ì óë üò è ï ë ³ê àö ³éí è é l p m -ì îä óë ü (ó 
ñåí ñ³ îçí à÷ åí í ÿ 5), P – ï åð âè í í è é ï ³ä ì îä óë ü ö üîã î ì îä óë ÿ. Ð îçã ë ÿí åì î ä âà 
ä îâ³ë üí ³ ì îä óë üí ³ ã îì îì îð ô³çì è : →

1
:f P S  ³ →

2
:g P S , ä å 

i
S , = 1,2i  – 

ï ð îñò ³ ï ³ä ì îä óë ³ ì îä óë ÿ M. Òîä ³ =
1

Kerf M  ò à =
2

K e r g M  á óä óò ü ì àê ñè -

ì àë üí ³ ï ³ä ì îä óë ³ ì îä óë ÿ M, ï ð è  ö üîì ó ³ñí óâàò è ì óò ü ò àê ³ ³ä åàë è  I ò à J, ä ë ÿ 
ê îò ð è õ  =Kerf IP  ò à =Kerg JP . Ç à Ë åì îþ 1 , ³ä åàë è  I ò à J á óä óò ü 

ì àê ñè ì àë üí è ì è . Î ê ð ³ì  ö üîã î, ⊆P I  ò à ⊆P J . 
Ç  ³í ø îã î á îê ó, P – ï åð âè í í è é ï ³ä ì îä óë ü ì óë üò è ï ë ³ê àö ³éí îã î ì îä óë ÿ M, 

à îò æ å, ³ñí óº  ò àê è é ï åð âè í í è é ³ä åàë  Q ê ³ë üö ÿ R, ù î P= QM. Òîä ³ ⊆Q I  ò à 

⊆Q J ; ⊆ =
1

Q P I P M , ⊆ =
2

QP JP M . Òîì ó ï åð âè í í è é ï ³ä ì îä óë ü P ì ³-

ñò è ò üñÿ â ä âîõ  ð ³çí è õ  ì àê ñè ì àë üí è õ  ï ³ä ì îä óë ÿõ . Î ò ð è ì àë è  ñóï åð å÷ í ³ñò ü, 
ÿê à ä îâîä è ò ü ò åîð åì ó. 

Î ä í è ì  ç îñí îâí è õ  ð åçóë üò àò ³â ö ³º ¿  ñò àò ò ³ º  ò àê è é. 

Òåîðåìà 2 Íåõ àé M – ë ³âè é ì óë üò è ï ë ³ê àö ³éí è é R-ì îä óë ü ³ Ma x ( M) – 
ð åò ð àê ò  ï ð îñò îð ó S p e c ( M). Òîä ³ M – l p m -ì îä óë ü. 

Ä îâåä åí í ÿ. Íåõ àé µ →: ( ) ( )S p e c M M a x M  – í åï åð åð âí à ð åò ð àê ö ³ÿ ³ 

µ =( )K H  ä ë ÿ ï åð âè í í îã î ï ³ä ì îä óë ÿ K ³ ì àê ñè ì àë üí îã î ï ³ä ì îä óë ÿ H ì îä ó-

ë ÿ M. Òîä ³ çàì ê í åí à ì í îæ è í à −µ 1
( )H  ì ³ñò è ò è ì å { }K , ò îá ò î ä îâ³ë üí è é ì àê -



Теорема Де-М арк о і  О рс ат т і  д л я  с п ек т ра ц і г л ера му л ь т и п л і к ац і й н ог о мод у л я  2 5 
ñè ì àë üí è é ï ³ä ì îä óë ü H’, ù î ì ³ñò è ò è ì å K. Î ñê ³ë üê è  â³ä îá ð àæ åí í ÿ µ  – 

í åï åð åð âí à ð åò ð àê ö ³ÿ, ò î = µ =( ') 'H H H . Òîì ó ='H H  á óä å º ä è í è é 

ì àê ñè ì àë üí è é ï ³ä ì îä óë ü, ù î ì ³ñò è ò ü K. Ö å çàâåð ø óº  ä îâåä åí í ÿ. 
Ç â³ä ñè  îò ð è ì óº ì î ä åê ³ë üê à í àñë ³ä ê ³â. 
Í àñ ë ³ ä îê  1. Ê îæ åí  ì àê ñè ì àë üí è é ï ³ä ì îä óë ü ì óë üò è ï ë ³ê àö ³éí îã î l p m -

ì îä óë ÿ M ì ³ñò è ò ü º ä è í è é ì ³í ³ì àë üí è é ï åð âè í í è é ï ³ä ì îä óë ü. 
Í àñ ë ³ ä îê  2. Ï ð îñò ³ð  Min ( M) ì ³í ³ì àë üí è õ  ï åð âè í í è õ  ï ³ä ì îä óë ³â á óä å 

ð åò ð àê ò îì  ï ð îñò îð ó S p e c ( M). 

Â ë àñ ò è â îñ ò ³  ÷ è ñ ò î-ìó ë ü ò è ï ë ³ ê àö ³ é í è õ  ìîä ó ë ³ â . Ï åð åéä åì î ä î âè ÿñ-
í åí í ÿ âçàº ì îçâ’ÿçê ³â ì ³æ  ð ³çí è ì è  ò è ï àì è  ñï åê ò ð ³â ì óë üò ï ë ³ê àö ³éí è õ  ì îä ó-
ë ³â. Ñ ï î÷ àò ê ó ââåä åì î ï îí ÿò ò ÿ Ö ³ã ë åð îâîã î ñï åê ò ð à, âè ê îð è ñò îâóþ÷ è  ÷ è ñò î-
³í ’º ê ò è âí ³ ì îä óë ³ ò à ôîð ì óë üí ³ ï ³ä ã ð óï è . 

Î ç í à÷ åí í ÿ  6. Ìîä óë ü N í àçè âàþò ü ÷ è ñò î-³í ’º ê ò è âí è ì , ÿê ù î â³í  º  ³í º ê -
ò è âí è é í àä  ÷ è ñò è ì è  âê ë àä åí í ÿì è , ò îá ò î ÿê  ò ³ë üê è  →:f A B  – ÷ è ñò å âê ë à-

ä åí í ÿ, →:g A N  – ä îâ³ë üí è é ì îð ô³çì , ò î ³ñí óº  ò àê è é ì îð ô³çì  →:h B N , 

ù î =oh f g . 

Î ç í à÷ åí í ÿ  7. Íåõ àé M – ì îä óë ü, N – éîã î ï ³ä ì îä óë ü. Íåõ àé 
→:v N M  – ê àí îí ³÷ í å ³í ’º ê ò è âí å â³ä îá ð àæ åí í ÿ. Òîä ³ â³ä îá ð àæ åí í ÿ 

⊗ ⊗ → ⊗1 :v F N F M  í àçè âàþò ü ê àí îí ³÷ í è ì , ä å →1 : F F  – îä è í è ÷ í å â³-
ä îá ð àæ åí í ÿ. ß ê ù î ê àí îí ³÷ í å â³ä îá ð àæ åí í ÿ º  ³í ’º ê ò è âí å ä ë ÿ âñ³õ  ï ³ä ì îä óë ³â 
F, ò î N í àçè âàþò ü ÷ è ñò è ì  ï ³ä ì îä óë åì  â M. 

Î ç í à÷ åí í ÿ  8. Íåõ àé R – ê ³ë üö å. Ï ³ä  ò î÷ ê àì è  Ö ³ã ë åð îâîã î ñï åê ò ð à 
ð îçóì ³ò è ì åì î ê ë àñè  ³çîì îð ô³çì ó í åð îçê ë àä í è õ  ÷ è ñò î-³í ’º ê ò è âí è õ  ì îä óë ³â. 
Á àçîþ ï ð îñò îð ó á óä óò ü âñ³ ì í îæ è í è  ò àê îã î âè ã ë ÿä ó: 

{ }ϕ ψ = ∈ ϕ ψ ≠/ : ( )/ ( ) 0
M

N Zg N N , ä å ϕ( )N  ò à ψ( )N  – ôîð ì óë üí ³ ï ³ä ã ð óï è  [3 ]. 

Ç àóâàæ è ì î, ù î ð àí ³ø å ï îí ÿò ò ÿ Ö ³ã ë åð îâîã î ñï åê ò ð à ââåë è  ë è ø å ä ë ÿ 
ê ³ë åö ü. Òóò  ï ð îï îí óº ì î ââåñò è  éîã î àí àë îã  ä ë ÿ ì îä óë ³â. À ë å ä ë ÿ ö üîã î 
ï îò ð ³á í î âè ê îí àò è  ï åâí ó ï ³ä ã îò îâ÷ ó ð îá îò ó. 

Î ç í à÷ åí í ÿ  9. ß ê ù î óì îâà ì óë üò è ï ë ³ê àö ³éí îñò ³ âè ê îí óº ò üñÿ ë è ø å ä ë ÿ 
÷ è ñò è õ  ï ³ä ì îä óë ³â, ò î ì îä óë ü í àçè âàò è ì åì î ÷ è ñò î-ì óë üò è ï ë ³ê àö ³éí è ì . 

Íàì  ï îò ð ³á í ³ ù å ä åÿê ³ ä îä àò ê îâ³ âë àñò è âîñò ³ ÷ è ñò î-ì óë üò è ï ë ³ê àö ³éí è õ  
ì îä óë ³â. 

Òâ åðä æ åí í ÿ  1. Ã îì îì îð ôí è é îá ð àç ÷ è ñò î-ì óë üò è ï ë ³ê àö ³éí îã î ì îä óë ÿ 
á óä å ÷ è ñò î-ì óë üò è ï ë ³ê àö ³éí è ì  ì îä óë åì . 

Ä îâåä åí í ÿ. Ð îçã ë ÿä àò è ì åì î ë ³â³ ì îä óë ³. Íåõ àé M – ÷ è ñò î-ì óë üò è -

ï ë ³ê àö ³éí è é ì îä óë ü í àä  ê ³ë üö åì  R, →:h M M  – åï ³ì îð ô³çì , N  – ÷ è ñò è é 

ï ³ä ì îä óë ü â M . Òîä ³ ³ñí óº  ÷ è ñò è é ï ³ä ì îä óë ü N ç M, ä ë ÿ ÿê îã î =( )h N N . 
Î ê ð ³ì  ö üîã î, çí àº ì î, ù î ³ñí óº  ò àê è é ³ä åàë  B ê ³ë üö ÿ R, ù î N= BM – ÷ è ñò è é 

ï ³ä ì îä óë ü. Òîä ³ = = = =( ) ( ) ( )N h N h BM Bh M BM , ä å M  – ÷ è ñò î-ì óë üò è -
ï ë ³ê àö ³éí è é ì îä óë ü. Ä îâåä åí î. 

Òâ åðä æ åí í ÿ  2. Íåõ àé R – ê ³ë üö å ç ê îì óò àò è âí è ì  ì í îæ åí í ÿì  ³ä åàë ³â, 
M – ë ³âè é ÷ è ñò î-ì óë üò è ï ë ³ê àö ³éí è é ì îä óë ü, B – ò àê è é ³ä åàë  ê ³ë üö ÿ R, ù î 
M= BM. Òîä ³ N= BN ä ë ÿ ê îæ í îã î ÷ è ñò îã î ï ³ä ì îä óë ÿ N ç M. 

Ä îâåä åí í ÿ. Ç à ï ð è ï óù åí í ÿì  M= BM, M – ÷ è ñò î-ì óë üò è ï ë ³ê àö ³éí è é 
ì îä óë ü. Òîì ó ³ñí óº  ò àê è é ³ä åàë  C ê ³ë üö ÿ R, ù î N= CM= CBM. Ç à ä àí è ì è  
ò åîð åì è  BC= CB, N= CBM= BCM= BN. Òâåð ä æ åí í ÿ ä îâåä åí å. 

Òâ åðä æ åí í ÿ  3. Ä ë ÿ ë ³âîã î ì îä óë ÿ M í àä  ê ³ë üö åì  R ò àê ³ âë àñò è âîñò ³  
åê â³âàë åí ò í ³: 

1 . Ìîä óë ü M – ÷ è ñò î-ì óë üò è ï ë ³ê àö ³éí è é; 
2 . Ä ë ÿ ê îæ í îã î ÷ è ñò îã î ö è ê ë ³÷ í îã î ï ³ä ì îä óë ÿ X ì îä óë ÿ M ³ñí óº  ò àê è é 

ë ³âè é ³ä åàë  B, ù î X= BM; 
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3 . Ä ë ÿ ê îæ í îã î ÷ è ñò îã î ï ³ä ì îä óë ÿ X ç M ³ñí óº  ì í îæ è í à { }

∈i i I
X  ÷ è ñ-

ò è õ  ï ³ä ì îä óë ³â ç X ò à ì í îæ è í à ò àê è õ  ³ä åàë ³â { }
∈i i I

B , ù î 
∈

= ∑ i

i I

X X , 

=
i i

X MB  ä ë ÿ ê îæ í îã î ∈i I . 

Ä îâåä åí í ÿ. ² ì ï ë ³ê àö ³ÿ ⇒(1) (2)  î÷ åâè ä í à. 

⇒(2) (3) . Íåõ àé X – ï ³ä ì îä óë ü ì îä óë ÿ M, { }
∈i i I

X  – ì í îæ è í à ÷ è ñò è õ  

ö è ê ë ³÷ í è õ  ï ³ä ì îä óë ³â X, ³ = ( : )
i i

B X M  ∈( )i I . Ç à ï ð è ï óù åí í ÿì  

⊆ ⊆
i i i

X MB X  ä ë ÿ âñ³õ  i. Î ñê ³ë üê è  
∈

= ∑ i

i I

X X , ì àº ì î { }
i

X  ³ { }
i
B  – â³ä ï î-

â³ä í ³ ì í îæ è í è . 
⇒(3 ) (1) . Íåõ àé X – ÷ è ñò è é ï ³ä ì îä óë ü ì îä óë ÿ M. Ç à ï ð è ï óù åí í ÿì  

³ñí óº  ì í îæ è í à { }
i

X  ÷ è ñò è õ  ï ³ä  ì îä óë ³â X ò à ì í îæ è í à { }
i
B  ò àê è õ  ³ä åàë ³â 

ê ³ë üö ÿ R, ù î 
∈

= ∑ i

i I

X X  ³ =
i i

X MB  äëÿ êîæíîãî ∈i I . Ï îç íà ÷ è ì î ÷ å ð å ç  B 

³ äå à ë 
∈

∑ i

i I

B  ê³ ëü ö ÿ R. Ò îä³  

∈ ∈ ∈

= = = =∑ ∑ ∑( )
i i i

i I i I i I

X X MB M B MB , 

à  ö å  îç íà ÷ à º , ù î M ÷ è ñ ò î-ì ó ëü ò è ï ë³ êà ö ³ é íé  ì îäó ëü  ³  â ñ å  äîâ å äå íî. 

Ö³ãëåð³â ñïåêòð ìóëüòèïë³êàö³éíèõ ìîäóë³â. 

Î ç íà÷ åííÿ  1 0 . Í å õ à é  M – äîâ ³ ëü íè é  ì îäó ëü , N – é îãî ï ³ äì îäó ëü . Í à -
ç â å ì î N ÷ è ñ ò î-íå ð îç êëà äíè ì  ï ³ äì îäó ëå ì , ÿêù î ÷ è ñ ò î-³ í’º êò è â íà  îá îëîíêà  
ô à êò îð -ì îäó ëÿ M/ N á ó äå  íå ð îç êëà äíè ì  ì îäó ëå ì . 

Â â å äå ì î ò à êîæ ï îíÿò ò ÿ Ö ³ ãëå ð îâ îãî ñ ï å êò ð à  äëÿ ì îäó ëÿ M,  ÿêè é  

ï îç íà ÷ è ì î ÷ å ð å ç  
M

Zg . 

Î ç íà÷ åííÿ  1 1 . Í å õ à é  M – ì ó ëü ò è ï ë³ êà ö ³ é íè é  ì îäó ëü , N – ï ³ äì îäó ëü  
M. Ï ³ ä ò î÷ êà ì è  Ö ³ ãëå ð îâ îãî ñ ï å êò ð à  ð îç ó ì ³ ò è ì å ì î êëà ñ è  ³ ç îì îð ô ³ ç ì ó  

ì îäó ë³ â  â è ãëÿäó  ( / )H M N , äå  N ï ð îá ³ ãà º  ÷ è ñ ò î-íå ð îç êëà äí³  ï ³ äì îäó ë³  

ì îäó ëÿ M. Á à ç îþ  ï ð îñ ò îð ó  á ó äó ò ü  â ñ ³  ì íîæè íè  ò à êîãî â è ãëÿäó :  

{ }ϕ ψ = ∈ ϕ ψ ≠/ : ( ) / ( ) 0
M

N Zg N N , äå  ϕ( )N  ò à  ψ( )N  – ô îð ì ó ëü í³  ï ³ äãð ó ï è . 

Î ç íà÷ åííÿ  1 2 . Í å õ à é  M – ì ó ëü ò è ï ë³ êà ö ³ é íè é  ì îäó ëü , N – é îãî ï ³ ä-
ì îäó ëü . Ì îäó ëü  M íà ç è â à ò è ì å ì î p i m -ì î ä ó ë å ì , ÿêù î êîæå í ÷ è ñ ò î-íå ð îç -
êëà äíè é  ï ³ äì îäó ëü  ì ³ ñ ò è ò ü ñ ÿ â  º äè íîì ó  ì à êñ è ì à ëü íîì ó  ï ³ äì îäó ë³ . 

Ò åîðåìà 3. Í å õ à é  M – ë³ â è é  ÷ è ñ ò î-ì ó ëü ò è ï ë³ êà ö ³ é íè é  R-ì îäó ëü , ³  

Ma x ( M)  – ð å ò ð à êò  ï ð îñ ò îð ó  ( )ZgSpec M . Ò îä³  M – p i m -ì îäó ëü . 

Ä îâ å äå ííÿ. Â ³ äîì î, ù î ( )ZgSpec M  – ì íîæè íà  â ñ ³ õ  ÷ è ñ ò è õ  ï å ð â è ííè õ  

ï ³ äì îäó ë³ â  ì îäó ëÿ M. Í å õ à é  µ →: ( ) ( )ZgSpec M Max M  – íå ï å ð å ð â íà  ð å -

ò ð à êö ³ ÿ. ² ñ íó º  â ëà ñ ò è â ³ ñ ò ü  äëÿ ì ó ëü ò è ï ë³ êà ö ³ é íè õ  ï ³ äì îäó ë³ â , ù î êîæå í 
â ëà ñ íè é  ï ³ äì îäó ëü  ì îäó ëÿ M ì ³ ñ ò è ò ü ñ ÿ â  ì à êñ è ì à ëü íîì ó  ï ³ äì îäó ë³  M. ß êá è  
â è êîíó â à ëîñ ÿ ï îï å ð å äíº  ï ð è ï ó ù å ííÿ ³  äëÿ ÷ è ñ ò î-ì ó ëü ò è ï ë³ êà ö ³ é íîãî ì îäó -

ëÿ, ò î µ =( )K H , K – äîâ ³ ëü íè é  ÷ è ñ ò î-ï å ð â è ííè é  ï ³ äì îäó ëü , H – ì à êñ è -

ì à ëü íè é  ï ³ äì îäó ëü  ì îäó ëÿ M. Ò îä³  −µ 1
( )H  ì ³ ñ ò è ò è ì å  { }K  – äîâ ³ ëü íè é  

ì à êñ è ì à ëü íè é  ï ³ äì îäó ëü  H’, ù î ì ³ ñ ò è ò è ì å  K. Î ñ ê³ ëü êè  µ  íå ï å ð å ð â íà  

ð å ò ð à êö ³ ÿ, ò î = µ =( ') 'H H H . Ò îì ó  ='H H  á ó äå  º äè íè ì  ì à êñ è ì à ëü íè ì  ï ³ ä-

ì îäó ëå ì , ù î ì ³ ñ ò è ò ü  K. Ò å îð å ì à  äîâ å äå íà . 
 



Теорема Де-М арк о і  О рс ат т і  д л я  с п ек т ра ц і г л ера му л ь т и п л і к ац і й н ог о мод у л я  2 7  
1. Barnard A.  M u l t i p l i c a t i o n  M o d u l e s  / /  J . o f  A l g e b r a . – 19 8 1 – 71,  ¹ 1.  

– P . 17 4 –17 8 . 

2. D e  M arc o  G . and O rs at t i  A. C o m m u t a t i v e  r i n g s  i n  w h i c h  e v e r y  p r i m e  i d e a l  i s  

c o n t a i n e d  i n  a  u n i q u e  m a x i m a l  i d e a l  / /  P r o c . A m e r . M a t h  S o c . – 19 7 1. – 3 0 .  
– P . 4 5 9 –4 6 6 . 

3 . P re s t  M i k e . T o p o l o g i c a l  a n d  g e o m e t r i c  a s p e c t s  o f  Z i e g l e r  s p e c t r u m . / /  P r o c e e d i n g  
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5 . Z h ang  G u o y i n,  T o ng  W e nt i ng ,  W ang  F ang g u i  M u l t i p l i c a t i o n  M o d u l e s ,  i n  W h i c h  
E v e r y  P r i m e  S u b m o d u l e  I s  C o n t a i n e d  i n  a  U n i q u e  M a x i m a l  S u b m o d u l e  / /  C o m -

m u n i c a t i o n s  i n  a l g e b r a . – 20 0 4 . – 3 2 ,  I s s u e  5 . – P . 19 4 5 –19 5 9 . 

6 . Z h ang  G u o y i n,  T o ng  W e nt i ng ,  W ang  F ang g u i  S p e c t r u m  o f  n o n c o m u t a t i v e  r i n g  / /  
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ТЕ О Р Е М А Д Е -М АР К О  И  О Р С АТТИ  Д Л Я С П Е К ТР А Ц И Г Л Е Р А М У Л Ь ТИ П Л И К АЦ И О Н Н О Г О  
М О Д У Л Я  
 
Â â å ä å í î  ï î í ÿ ò è å  l p m -ì î ä ó ë ÿ  í à ä  à ñ ñ î ö è à ò è â í è ì  ê î ë ü ö î ì  è  Ö è ã ë å ð î â î ã î  ñ ï å ê ò ð à  
ä ë ÿ  ì ó ë ü ò è ï ë è ê à ö è î í í ûõ  ì î ä ó ë å é . Ð à ñ ñ ì î ò ð å í û ÷ è ñ ò î -ì ó ë ü ò è ï ë è ê à ö è î í í ûå  
ì î ä ó ë è ,  è  ä î ê à ç ûâ à þ ò  à í à ë î ã  ò å î ð å ì û Ä å -Ì à ð ê î  è  Î ð ñ à ò ò è  î  ð å ò ð à ê ò í î ñ ò è  

ì à ê ñ è ì à ë ü í î ã î  ñ ï å ê ò ð à  â  ï ð î ñ ò ð à í ñ ò â å  ( )ZgSpec M . Ã ë à â í ûå  ð å ç ó ë ü ò à ò û ñ ò à ò ü è  

ñ ô î ð ì ó ë è ð î â à í û â  â è ä å  ò å î ð å ì  1,  2 è  3.  
 

 
G E N E R A L I Z A T I O N  O F  T H E  T H E O R E M  O F  D E -M A R C O  A N D  O R S A T T I  O N  T H E  M U L T I P L I C A T I O N  
M O D U L E S  
 
I n t h i s  p ap e r,  w e  i nt ro du c e  t h e  c o nc e p t  o f  l p m -m o du l e  o v e r as s o c i at i v e  ri ng  and t h e  
c o nc e p t  o f  Z i e g l e r s p e c t ru m  f o r m u l t i p l i c at i o n m o du l e . P u re -m u l t i p l i c at i o n m o du l e s  are  
c o ns i de re d and anal o g u e  o f  t h e o re m  o f  D e -M ark o  and O rs at t i  ab o u t  t h e  re t rac t i o n o f  

m ax i m al  s p e c t ru m  o f  t h e  s p ac e  ( )ZgSpec M  i s  p ro v e d. T h e  m ai n re s u l t s  o f  t h i s  p ap e r 

are  f o rm u l at e d i n t h e  t h e o re m s  1,  2 and 3. 
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