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МАТРИЦІ ТА МАТРИЧНІ РІВ НЯ ННЯ  НАД  К ІЛ Ь ЦЕ М МНО Г О ЧЛ Е НІВ   
З  ІНВ О Л Ю ЦІЄ Ю  
 

Âñòàíîâëåíî íåîáõ³äí³ òà äîñòàòí³ óìîâè ºäèíîñò³ ôàêòîðèçàö³¿ ñèìå-
òðè÷ íèõ ìàòðèöü  ³ ºäèíîñò³ ðîçâ’ ÿ çê³â ìàòðè÷ íèõ ð³âíÿ íü  íàä ê³ëü öåì 
ìíîã î÷ ëåí³â ç ³íâîëþ ö³ºþ .  

 
 Ð î ç â ’ ÿ ç àí í ÿ  Ï . Ñ . Ê àç ³ì ³ð ñ ü ê è ì  [7 ] ï ð î á ë å ì è  â è ä ³ë å í í ÿ  ³ç  ì àò ð è ÷ í î ã î  
ì í î ã î ÷ ë å í à ð å ã ó ë ÿ ð í î ã î  ì í î æ í è ê à ä àë î  ç ì î ã ó  ç í àé ò è  í å î á õ ³ä í ³ ³ ä î ñ ò àò í ³ 
ó ì î â è  ô àê ò î ð è ç àö ³¿  ñ è ì å ò ð è ÷ í è õ  ì àò ð è ö ü  í àä  ê ³ë ü ö å ì  ì í î ã î ÷ ë å í ³â  ç  ³í â î -
ë þ ö ³º þ  [4]. 

Í å õ àé  ó  ê ³ë ü ö ³ ì í î ã î ÷ ë å í ³â  [ ]xC  î ä í è ì  ³ç  ì î æ ë è â è õ  ñ ï î ñ î á ³â  [9 ] â è ç í à-

÷ å í à ³í â î ë þ ö ÿ  ∇ : 

   α( )     

∇

= =

  = −  ∑ ∑
0 0

( )
m m

i i

i i

i i

a x a x , 

   β( )     

∇

= =

  = −  ∑ ∑
0 0

( )
m m

i i

i i

i i

a x a x , 

   γ( )     

∇

= =

  =  ∑ ∑
0 0

m m
i i

i i

i i

a x a x . 

 Í à ê ³ë ü ö å  ì àò ð è ö ü  ( [ ])
n

M xC  ³í â î ë þ ö ³þ  ∇  ï å ð å í å ñ å ì î  ò àê : 
∇ ∇ ∇
= =( ) || ( ) || || ( ) ||ij jiA x a x a x . 

 Ì í î ã î ÷ ë å í í ó  ì àò ð è ö þ  ( )A x  í àç è â àþ ò ü  ñ è ì å ò ð è ÷ í î þ , ÿ ê ù î  ∇
=( ) ( )A x A x . 

Ô àê ò î ð è ç àö ³þ  ñ è ì å ò ð è ÷ í î ¿  ì àò ð è ö ³ ( )A x  ÿ ê  ç î á ð àæ å í í ÿ  ¿ ¿  ó  â è ã ë ÿ ä ³  

∇
=( ) ( ) ( ) ( )A x B X C x B x ,            ( 1 )  

ä å  ( )B x  ò à 
∇

=( ) ( )C x C x  – ä å ÿ ê ³ ¿ ¿  í å î ñ î á ë è â ³, ä î ñ ë ³ä æ ó â àë è  ó  ï ð àö ³ [9 ], à â  

[4] ç í àé ä å í ³ í å î á õ ³ä í ³ ³ ä î ñ ò àò í ³ ó ì î â è  ô àê ò î ð è ç àö ³¿  ( 1 ) , ä å  ì àò ð è ö ³ ( )B x  ò à 

∇
( )B x  º  ð å ã ó ë ÿ ð í ³. Ò àê ³ ô àê ò î ð è ç àö ³¿  ç àñ ò î ñ î â ó þ ò ü  ó  ï ð è ê ë àä í è õ  ç àä à÷ àõ  

ì àò å ì àò è ê è  ³ ì å õ àí ³ê è . 

 Í å õ àé  ä ë ÿ  ì àò ð è ö ³ ( )A x  ³ç  ( 1 )  ì àò ð è ö ÿ   

= = ε ε εK

1 2
( ) ( ) ( ) ( ( ), ( ), , ( ))

A n
S P x A x Q x diag x x x        ( 2 )  

º  ô î ð ì î þ  Ñ ì ³ò à, ò î á ò î  ç à î á î ð î ò í è õ  í àä  [ ]xC  ì àò ð è ö ü  ( )P x  ò à ( )Q x  ³ñ í ó º  

ð ³â í ³ñ ò ü  ( 2 ) , â  ÿ ê ³é  +ε ε
1

( ) | ( )
i i
x x , = −K1, 2, , 1i n . Ï ð è ï ó ñ ò è ì î , ù î  ô î ð ì ó  

Ñ ì ³ò à ì àò ð è ö ³ ( )A x  ì î æ í à ç î á ð àç è ò è  ó  â è ã ë ÿ ä ³ 

∇= Φ Φ( ) ( ) ( )
A

S x D x x ,           ( 3 )  

ä å   

Φ = ϕ ϕ ϕK

1 2
( ) diag( ( ), ( ), , ( ))

n
x x x x , +ϕ ϕ

1
( ) | ( )

i i
x x , 

=

ϕ =∑
1

deg ( )
n

i

i

x nr ,  

à 

= K

1 2
( ) diag( ( ), ( ), , ( ))

n
D x d x d x d x , +1( ) | ( )

i i
d x d x , = −K1, 2, , 1i n . 

 Ï î ç í à÷ è ì î  ÷ å ð å ç  Γ , ÿ ê  ³ ó  ï ð àö ³ [9 ], ì í î æ è í ó  ∇ -í å ð ó õ î ì è õ  ò î ÷ î ê  ³ç  C . 

Ì í î æ è í à Γ  â è ç í à÷ å í à ä ë ÿ  ê î æ í î ã î  â ê àç àí î ã î  â è ù å  ò è ï ó  ³í â î ë þ ö ³é . Ç î ê ð å -



Матриці та матричні рівняння над кільцем многочленів з інволюцією 1 9  

ì à, ä ë ÿ  ³í â î ë þ ö ³¿  α( )  ì í î æ è í à Γ  ― ó ÿ â í à â ³ñ ü  =Re 0x , ä ë ÿ  ³í â î ë þ ö ³¿  β( )  

– ö å  ï î ÷ àò î ê  ê î î ð ä è í àò  = 0x , à ä ë ÿ  ³í â î ë þ ö ³¿  γ( )  – Γ = C  – ó ñ ÿ  ê î ì ï ë å ê ñ -

í à ï ë î ù è í à. 

 Óì î â à ( 3 )  â è ê î í ó º ò ü ñ ÿ  ò î ä ³, ê î ë è  ê î æ í è é  ³í â àð ³àí ò í è é  ì í î æ í è ê  ε ( )
i
x  

ì àò ð è ö ³ ( )A x  àá î  í å  ì àº  ê î ð å í ³â  í à ì í î æ è í ³ Γ , àá î  ì àº  ¿ õ , àë å  ê ð àò í ³ñ ò ü  
ê î æ í î ã î  ò àê î ã î  ê î ð å í ÿ  º  ï àð í à. 

 Ó ï ð àö ³ [3 ] ç î á ð àæ å í í ÿ  ñ è ì å ò ð è ÷ í î ¿  ì í î ã î ÷ ë å í í î ¿  ì àò ð è ö ³ ( )A x  ó  

â è ã ë ÿ ä ³ ( 1 ) , ä å  ( )B x  – ð å ã ó ë ÿ ð í à ì àò ð è ö ÿ  ñ ò å ï å í ÿ  ≥ 1r  ³ç  ô î ð ì î þ  Ñ ì ³ò à 

= Φ( )
B

S x , à ì àò ð è ö ÿ  
∇

=( ) ( )C x C x  ì àº  ô î ð ì ó  Ñ ì ³ò à ( )D x , í àç è â àþ ò ü  

ä î ï ó ñ ò è ì î þ  ô àê ò î ð è ç àö ³º þ  ì àò ð è ö ³ ( )A x , ï àð àë å ë ü í î þ  ô àê ò î ð è ç àö ³¿  ( 3 )  ¿ ¿  

ô î ð ì è  Ñ ì ³ò à. Î ò æ å , ô àê ò î ð è ç àö ³ÿ  ( 1 )  ä î ï ó ñ ò è ì à ò î ä ³, ê î ë è  ô î ð ì à Ñ ì ³ò à 
ì í î ã î ÷ ë å í í î ¿  ì àò ð è ö ³ ä î ð ³â í þ º  ä î á ó ò ê ó  ô î ð ì  Ñ ì ³ò à ¿ ¿  ñ ï ³â ì í î æ í è ê ³â . Ó ö ³é  
æ å  ï ó á ë ³ê àö ³¿  ç í àé ä å í ³ í å î á õ ³ä í ³ ³ ä î ñ ò àò í ³ ó ì î â è  ä î ï ó ñ ò è ì î ¿  ô àê ò î ð è ç àö ³¿  
( 1 ) , ï àð àë å ë ü í î ¿  ä î  ô àê ò î ð è ç àö ³¿  ( 3 ) , ç î ê ð å ì à, â è ê î ð è ñ ò î â ó þ ÷ è  â ³ä î ì ³ 
ð å ç ó ë ü ò àò è  [3 , 7 , 8 ], ö þ  ó ì î â ó  ì î æ í à ç àï è ñ àò è  ó  â è ã ë ÿ ä ³ 

−
Φ ≠

K

1( )|| , , , ||
det ( ) 0

r
P x E Ex Ex

M ,      ( 4)  

ä å  ( )P x  ― ä î â ³ë ü í à ì àò ð è ö ÿ  ³ç  ( 2 ) . 

 Ó ç àã àë ü í î ì ó  â è ï àä ê ó  ç í àé ä å í ³ [4] í å î á õ ³ä í ³ ³ ä î ñ ò àò í ³ ó ì î â è  ³ñ í ó â àí í ÿ  

ô àê ò î ð è ç àö ³¿  ( 1 ) , â  ÿ ê ³é  −= + + +L1

1
( )

r r

r
B x Ex B x B  ( E  – î ä è í è ÷ í à ì àò ð è ö ÿ )  

– ó í ³ò àë ü í è é  ì àò ð è ÷ í è é  ì í î ã î ÷ ë å í  ñ ò å ï å í ÿ  r , ô î ð ì î þ  Ñ ì ³ò à ÿ ê î ã î  º  ä å ÿ ê à 

ì àò ð è ö ÿ  Φ = ϕ ϕ ϕK

1 2
( ) diag( ( ), ( ), , ( ))

n
x x x x , +ϕ ϕ

1
( ) | ( )
i i
x x , = −K1, 2, , 1i n . 

Ï ð è  ö ü î ì ó  í å î á õ ³ä í î , ù î á  ϕ ε( ) | ( )
i i
x x . Í àñ ò ó ï í è é  ð å ç ó ë ü ò àò  ä àº  ó ì î â ó  

º ä è í î ñ ò ³ ò àê î ¿  ô àê ò î ð è ç àö ³¿ . 

 Òåîðåìà 1. Ó  ô àê ò î ð è ç àö ³ ¿  ( 1 )  ñ è ì å ò ð è ÷ í î ¿  ì í î ã î ÷ ë å í í î ¿  ì àò ð è ö ³  

( )A x  ó í ³ ò àë ü í è é  ì í î æ í è ê  ( )B x  º ä è í è é  ç  ô î ð ì î þ  Ñ ì ³ ò à 

ϕ ϕ ϕK

1 2
diag( ( ), ( ), , ( ))

n
x x x  ò î ä ³  ³  ò ³ ë ü ê è  ò î ä ³ ,  ê î ë è  ( 1 )  º  ä î ï ó ñ ò è ì à ô àê -

ò î ð è ç àö ³ ÿ,  ï àð àë å ë ü í à ô àê ò î ð è ç àö ³ ¿  ( 3 )  ¿ ¿  ô î ð ì è  Ñ ì ³ ò à.  

 Ä î â å ä å í í ÿ . Í å î á õ ³ ä í ³ ñ ò ü .  Í å õ àé  ì àº ì î  ô àê ò î ð è ç àö ³þ  ( 1 ) , â  ÿ ê ³é  ( )B x  

– ó í ³ò àë ü í è é  ì í î æ í è ê  ñ ò å ï å í ÿ  r  ç  ô î ð ì î þ  Ñ ì ³ò à Φ = ϕ ϕ K

1 2
diag( ( ), ( ), ,x x  

ϕ ( ))
n
x . Ç ã ³ ä í î  ç  ð å ç ó ë üòà òà ì è  ï ð à ö ü [ 7 , 11] ö å  î ç í à ÷ à º , ù î   

 

−Φ
Φ ≡/

K

1( ) ( )|| , , , ||
det ( ) 0

r
V P x E Ex Ex

M ,           ( 5 )  

ä å   

−

−

  ϕ ϕ ε Φ =   ϕϕ ϕ ϕ ε ϕ ε ϕ ε 

K K

K
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1 2 1

1 0

1
( , )

( )

1
( , ) ( , ) ( , )

n n nn n n n

n n n n

k

V

kk k

, 

( )P x  – ä î â ³ ë üí à  î á î ð î òí à  ì à òð è ö ÿ  ç ³  ñ ï ³ â â ³ ä í î ø å í í ÿ  ( 2 ) ,  

ϕ ε = ϕ=  + + + ϕ ε ≠ ϕ L
0 1

0, ÿ ê ù î ( , ) ,

, ÿ ê ù î ( , ) ,ij

ij

i j j

hij
ij ij ijh i j j

k
k k x k x

 

ϕ ε
= −ϕ

( , )
d e g 1

i j

ij
j

h , = K2, ,i n , = −K1, 2, , 1j n , >i j , ijsk  – ï î ï à ð í î  ð ³ ç í ³  
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ç ì ³ í í ³  â å ë è ÷ è í è , ÿ ê ³  ï ð è º ä í ó þ òüñ ÿ  ä î  ï î ë ÿ  C , = K0, 1, ,
i

s h . ß ê ù î  ô à ê òî -

ð è ç à ö ³ ÿ  ( 1)  í å  º  ä î ï ó ñ òè ì î þ  ô à ê òî ð è ç à ö ³ º þ , ï à ð à ë å ë üí î þ  ä î  ( 3 ) , òî  ³ ñ í ó º  

ó ì î â à  ϕ ε ≠ ϕ( , )i j j  õ î ÷ à  á  ä ë ÿ  î ä í ³ º ¿  ï à ð è  i  òà  j , à  òî ì ó  â  ì à òð è ö ³  Φ( )V  

õ î ÷ à  á  î ä í à  ç ì ³ í í à  ijsk  í å  ä î ð ³ â í þ º  í ó ë þ . Ò î ä ³  ê î å ô ³ ö ³ º í òè  
i

B  ì à òð è ÷ í î ã î  

ì í î ã î ÷ ë å í à  −= + + +L1

1
( )

r r

r
B x Ex B x B , ç í à é ä å í ³  ÿ ê  ð î ç â ’ ÿ ç ê è  ë ³ í ³ é í î ã î  

ì à òð è ÷ í î ã î  ð ³ â í ÿ í í ÿ  ç ã ³ ä í î  ç  ð å ç ó ë üòà òà ì è  ï ð à ö ü [ 5 , 7 , 11], òà ê î æ  ç à ë å æ à òü 

â ³ ä  ijsk , à  òî ì ó  ( )B x  ó  ô à ê òî ð è ç à ö ³ ¿  ( 1)  í å  º  º ä è í è é  ì í î æ í è ê  ³ ç  ô î ð ì î þ  

Ñ ì ³ òà  Φ . 
 Äîñòàòí³ñòü. Í å õ à é  ô à ê òî ð è ç à ö ³ ÿ  ( 1)  ñ è ì å òð è ÷ í î ã î  ì à òð è ÷ í î ã î  

ì í î ã î ÷ ë å í à  ( )A x  º  ä î ï ó ñ òè ì à  ô à ê òî ð è ç à ö ³ ÿ , ï à ð à ë å ë üí à  ä î  ô à ê òî ð è ç à ö ³ ¿  

( 3 )  ¿ ¿  ô î ð ì è  Ñ ì ³ òà . Ò î ä ³  ô î ð ì î þ  Ñ ì ³ òà  ì à òð è ö ³  
∇

( )B x  ó  ô à ê òî ð è ç à ö ³ ¿  ( 1)  º  

ì à òð è ö ÿ  
∇Φ( )x  ³ ç  ð î ç ê ë à ä ó  ( 3 ) , à  ô î ð ì î þ  Ñ ì ³ òà  ì à òð è ö ³  ( )C x  º  ( )D x . Ç ã ³ ä -

í î  ç  ð å ç ó ë üòà òà ì è  ï ð à ö ü [ 1, 2 , 8 ] ó í ³ òà ë üí è é  ì í î æ í è ê  ( )B x  º ä è í è é  ³ ç  ô î ð -

ì î þ  Ñ ì ³ òà  Φ( )x . 

 Íàñë³äîê 1. ² ç  òå î ð å ì è  1 òà  â ³ ä î ì è õ  ð å ç ó ë üòà ò³ â  [ 5 , 7 , 11], â è ê î ð è ñ òî -
â ó þ ÷ è  ó ç à ã à ë üí å í ó  òå î ð å ì ó  Á å ç ó , ä ³ ñ òà í å ì î  í å î á õ ³ ä í ³  òà  ä î ñ òà òí ³  ó ì î â è  
³ ñ í ó â à í í ÿ  ð î ç â ’ ÿ ç ê ó  ì à òð è ÷ í î ã î  ì í î ã î ÷ ë å í í î ã î  ð ³ â í ÿ í í ÿ  

−

−
+ + + + =L

1

1 1 0
0

m m

m m
X A X A XA A           ( 6 )  

ó  òà ê è õ  â è ï à ä ê à õ :  1)  ó ñ ³  ì à òð è ö ³  
2k
A  – å ð ì ³ òî â ³ , à  â ñ ³  +2 1k

A  – à í òè å ð ì ³ òî â ³ , 

ù î  â ³ ä ï î â ³ ä à º  ³ í â î ë þ ö ³ ¿  α( ) ;  2 )  ó ñ ³  ì à òð è ö ³  
2k
A  – ñ è ì å òð è ÷ í ³ , à  â ñ ³  +2 1k

A  – 

ê î ñ î ñ è ì å òð è ÷ í ³  â  ( )
n

M C  ( ³ í â î ë þ ö ³ ÿ  β( ) ) ;  3 )  ó ñ ³  ì à òð è ö ³  
i

A  – ñ è ì å òð è ÷ í ³  â  

( )
n

M C  ( ³ í â î ë þ ö ³ ÿ  γ( ) ) . Ï ð è  ö üî ì ó  ð î ç â ’ ÿ ç î ê  =X B  ð ³ â í ÿ í í ÿ  ( 6 )  º  º ä è í è é  ³ ç  

æ î ð ä à í î â î þ  ô î ð ì î þ , ÿ ê ó  â è ç í à ÷ à º  ì à òð è ö ÿ  Φ( )x , ç à  ä î ï ó ñ òè ì î ¿  ô à ê òî ð è -

ç à ö ³ ¿  â ³ ä ï î â ³ ä í î ¿  ñ è ì å òð è ÷ í î ¿  ì í î ã î ÷ ë å í í î ¿  ì à òð è ö ³  −

−
= + +1

1
( )

m m

m m
A x A x A x  

+ +L
0

A . Ñ à ì  ð î ç â ’ ÿ ç î ê  =X B  ì î æ í à  ç í à é òè  ÿ ê  ð î ç â ’ ÿ ç î ê  â ³ ä ï î â ³ ä í î ã î  ë ³ -

í ³ é í î ã î  ì à òð è ÷ í î ã î  ð ³ â í ÿ í í ÿ  ç à  ð å ç ó ë üòà òà ì è  ï ð à ö ü [ 5 , 7 , 11].  

 Ç à ó â à æ è ì î , ù î  ê î ë è  ì à òð è ö ÿ  =X B  º  ð î ç â ’ ÿ ç ê î ì  ð ³ â í ÿ í í ÿ  ( 6 ) , òî  

ì à òð è ö ÿ  ∇B  – ð î ç â ’ ÿ ç î ê  ð ³ â í ÿ í í ÿ  −

−
+ + + + =L

1

1 1 0
0

m m

m m
A X A X A X A  ç à  

òà ê è õ  ñ à ì è õ  ó ì î â , ù î  í à ê ë à ä å í ³  í à  ê î å ô ³ ö ³ º í òè  
i

A . 

 Íàñë³äîê 2. Â è ê î ð è ñ òî â ó þ ÷ è  ð å ç ó ë üòà òè  ï ð à ö ³  [ 11], ë å ã ê î  ï î á à ÷ è òè , ù î  
òå î ð å ì à  1 ñ ï ð à â å ä ë è â à  ä ë ÿ  ô à ê òî ð è ç à ö ³ ¿  ñ è ì å òð è ÷ í î ¿  ì í î ã î ÷ ë å í í î ¿  ì à òð è ö ³  

í à ä  ê ³ ë üö å ì  [ ]xR  ³ ç  ³ í â î ë þ ö ³ ÿ ì è  β( )  òà  γ( ) . 

 Ð î ç ã ë ÿ í å ì î  ï è òà í í ÿ  ï ð î  º ä è í ³ ñ òü ð î ç â ’ ÿ ç ê ³ â  ë ³ í ³ é í î ã î  ì à òð è ÷ í î ã î  ð ³ â í ÿ í í ÿ   

∇− =( ) ( ) ( ) ( ) ( )A x X x Y x A x C x ,            ( 7 )  

ä å  å ë å ì å í òè  ì à òð è ö ü ( )A x  ³  ( )C x  â ç ÿ ò³  ³ ç  ê ³ ë üö ÿ  ì í î ã î ÷ ë å í ³ â  [ ]xC  ç  

³ í â î ë þ ö ³ º þ  ∇ , ÿ ê ó  â â î ä è ì î  â  í üî ì ó  î ä í è ì  ³ ç  òð üî õ  ñ ï î ñ î á ³ â  α( ) , β( )  ÷ è  γ( ) , 

à  ( )X x  òà  ( )Y x  – í å â ³ ä î ì ³  ì à òð è ö ³  ï î ð ÿ ä ê ó  n  í à ä  [ ]xC . 

 ² ç  ï ð à ö ³  [ 10 ] î ä å ð æ ó º ì î , ù î  ÿ ê ù î  ð ³ â í ÿ í í ÿ  ( 7 )  ì à º  ð î ç â ’ ÿ ç î ê , òî  â î í î  

ì à º  òà ê è é  ð î ç â ’ ÿ ç î ê  
0 0
( ), ( )X x Y x , ù î  <

0
deg deg ( )X A x . 

 Ò å îð å ì à 2. Ë³í³éíå ìàòðè÷íå ð³â íÿ ííÿ  ( 7 ) ,  ä å ( )A x  – ó í³òàë ü íà ìà-

òðèö ÿ  íåíó ë ü î â î ã î  ñ òåï åíÿ  íàä  [ ]xC ,  ìàº  º ä èíèé ðî ç â ’ ÿ ç î ê  òî ä ³ ³ ò³ë ü ê è 

òî ä ³,  ê î ë è ê î ðåí³ d e t ( )A x  íå ë åæ àòü  íà ó ÿ â í³é î ñ ³ ê î ìï ë åê ñ íî ¿  ï ë î ù èíè 

ä ë ÿ  ³íâ î ë þ ö ³¿  α( )  â  ê ³ë ü ö ³ [ ]xC  àá î  íå ð³â í³ íó ë þ  ä ë ÿ  ³íâ î ë þ ö ³¿  β( ) .  Ç à 

òî òî æ íî ¿  ³íâ î ë þ ö ³¿  γ( )  ð³â íÿ ííÿ  º ä èíî ã î  ðî ç â ’ ÿ ç ê ó  íå ìàº .  
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 Ä î â å ä å í í ÿ .  Â ð à õ î â ó þ ÷ è  ë å ì è  1 ³  2  [ 10 ], á à ÷ è ì î , ù î  ð ³ â í ÿ í í ÿ  ( 7 )  ì à º  

º ä è í è é  ð î ç â ’ ÿ ç î ê  ( )X x , ( )Y x , ä å  <deg degX A , òî ä ³  ³  ë è ø å  òî ä ³ , ê î ë è  

∇
=(det ( ), det ( ) ) 1A x A x .             ( 8 )  

Ç í à é ä å ì î  ó ì î â è  â è ê î í à í í ÿ  ö ³ º ¿  ð ³ â í î ñ ò³  ä ë ÿ  ê î æ í î ã î  òè ï ó  ³ í â î ë þ ö ³ é . 

 Ç à  ³ í â î ë þ ö ³ ¿  α( ) , ÿ ê ù î  d e t ( )A x  ì à º  â è ã ë ÿ ä  = − α − αK

1
det ( ) ( ) ( )

s
A x x x , 

ä å  α ∈ C
i

, ì à º ì î :   

∇ ∇= = − − α − − α = − − −α − −αK K

1 1
det( ( ) ) (det ( )) ( ) ( ) ( 1) ( ( )) ( ( ))

s

s s
A x A x x x x x . 

 Ç î á ð à ç è â ø è  α
k
 â  à ë ã å á ð è ÷ í ³ é  ô î ð ì ³  α = +

k k k
a b i , á à ÷ è ì î , ù î  ó ì î â à  

α = − α
k k

 â è ê î í ó º òüñ ÿ , ÿ ê ù î  + = − − = − +( )
k k k k k k

a b i a b i a b i , à öå ìîæëèâî 

ëèø å ï ð è = 0
k

a . Ò àê èì ÷ èí îì, ð ³âí ³ñ ò ü  ( 8 )  í å âèê îí ó º ò ü ñ ÿ , ÿ ê ù î õ î÷ à á  

îä èí  ê îð ³í ü  α  ìí îã î÷ ëåí à det ( )A x  ëåæèò ü  í à ó ÿ âí ³é  îñ ³ ê îìï ëåê ñ í î¿  ï ëî-

ù èí è ( âèçí à÷ åí ³é  âèù å ìí îæèí ³ Γ  ∇ -í åð ó õ îìèõ  ò î÷ îê  çà ³í âîëþ ö³¿  α( ) ) . 

 Ç à ³í âîëþ ö³¿  β( )  â [ ]xC , ÿ ê ù î = − α − αK

1
det ( ) ( ) ( )

s
A x x x , ä å α ∈

i
C , 

ò î  
∇ ∇= = − − α − − αK

1
det( ( ) ) (det ( )) ( ) ( )

s
A x A x x x  

³ ó ìîâà ( 8 )  í å âèê îí ó º ò ü ñ ÿ , ÿ ê ù î õ î÷ à á  îä èí  ç ê îð åí ³â α = 0
i

. 

 Ç à ³í âîëþ ö³¿  γ( )  â [ ]xC , âð àõ îâó þ ÷ è ò å, ù î 
∇

=det ( ) det( ( ) )A x A x , 

îä åð æèìî, ù î ó ìîâà ( 8 )  ìîæå âèê îí ó âàò èñ ü  ëèø å ò îä ³, ê îëè =deg ( ) 0A x  ³ 

≠d e g 0A , à ò îìó  â  ó ìîâàõ  ò åîð åìè 2  ìàò ð è÷ í å ð ³âí ÿ í í ÿ  ( 7 )  ð îçâ’ ÿ çê ó  í å 

ìàº . Ò åîð åìó  ä îâåä åí î. 

 Ç àó âàæèìî, ù î ê îëè =deg ( ) 0A x , ò îá ò î ê îëè ð îçã ëÿ ä àþ ò ü  ë³í ³é í ³ ìà-

ò ð è÷ í ³ ð ³âí ÿ í í ÿ  í àä  ï îëåì C  ³ç ³í âîëþ ö³º þ , ìàò èìåìî ò àê èé  ð åçó ëü ò àò . 

 Òåîðåìà 3. Ë³í³éíå ìàòðè÷íå ð³âíÿííÿ  

∇
− =AX XA C ,                 ( 9 )  

ä å ∈, ( )
n

A C M C ,  ìàº  º ä èíèé ðî ç â’ ÿç î ê  ä ë ÿ íåòðèâ³àë ü íî ¿  ³íâî ë þ ö ³¿  â ï î ë ³ 

C  òî ä ³ ³ ë èø å òî ä ³,  ê î ë è âë àñ í³ ç íà÷åííÿ ìàòðèö ³ A  íå º  ä ³éñ í³ ÷è ï î -

ï àðíî  âç àº ìíî  ñ ï ðÿæ åí³ ê î ìï ë åê ñ í³ ÷èñ ë à.  

 Ä îâåä åí í ÿ . ß ê  ä îâåä åí î â ï ð àö³ [ 9 ] , ³í âîëþ ö³þ  â ï îë³ C  ìîæí à çàä àò è 

ëèø å ä âîìà ñ ï îñ îá àìè:  ∇ =z z  ³ ∇ =z z , ∈z C . Ä ëÿ  ò îò îæí î¿  ³í âîëþ ö³¿  
∇ =z z  ð ³âí ÿ í í ÿ  ( 9 )  º  í åï åð åð âí èì ð ³âí ÿ í í ÿ ì Ë ÿ ï ó í îâà. Ó ìîâè ³ñ í ó âàí í ÿ  

º ä èí îã î ð îçâ’ ÿ çê ó  â öü îìó  âèï àä ê ó  í àâåä åí ³ ð àí ³ø å [ 6 ] . Ç à ³í âîëþ ö³¿  ∇ =z z  

ìàº ìî, ù î ∇ ∗=A A  – ñ ï ð ÿ æåí à ìàò ð èöÿ  ä î A . ß ê ù î âëàñ í ³ çí à÷ åí í ÿ  ìà-

ò ð èö³ A  º  λ λK

1
, ,

n
, ò î âëàñ í ³ çí à÷ åí í ÿ  ìàò ð èö³ ∇A  º  λ λK

1
, ,

n
. Í åîá õ ³ä í îþ  

³ ä îñ ò àò í ü îþ  ó ìîâîþ  ³ñ í ó âàí í ÿ  º ä èí îã î ð îçâ’ ÿ çê ó  ð ³âí ÿ í í ÿ  ( 9 )  º  λ ≠ λ
i i

 [ 6 ] . 

Ö ÿ  ó ìîâà í å âèê îí ó º ò ü ñ ÿ , ÿ ê ù î λ ∈
i

R  àá î ÿ ê ù î ñ åð åä  âëàñ í èõ  çí à÷ åí ü  

ìàò ð èö³ A  º  ï îï àð í î âçàº ìí î ñ ï ð ÿ æåí ³. 

 Çàóâàæåííÿ. À í àëîã ³÷ í î ìîæí à ä ³ñ ò àò è ó ìîâè ³ñ í ó âàí í ÿ  º ä èí îã î 

ð îçâ’ ÿ çê ó  ë³í ³é í îã î ìàò ð è÷ í îã î ð ³âí ÿ í í ÿ  ∇
− =AXA X C , ä å ∈, ( )

n
A C M C , 

ÿ ê å ó çàã àëü í þ º  ä èñ ê ð åò í å ð ³âí ÿ í í ÿ  Ë ÿ ï ó í îâà [ 6 ] . 
 Ç àçí à÷ èìî, ù î çí àõ îä æåí í ÿ  ð îçâ’ ÿ çê ³â ð ³âí ÿ í í ÿ  ( 7 )  ìåò îä îì ³ç ï ð àö³ 

[ 1 0 ]  ï ð èçâîä èò ü  ä î ë³í ³é í îã î ìàò ð è÷ í îã î ð ³âí ÿ í í ÿ  âèã ëÿ ä ó  − =AZ ZB C . 
Ä ëÿ  í ü îã î ó ìîâè ³ñ í ó âàí í ÿ  ò à ìåò îä è ð îçâ’ ÿ çó âàí í ÿ  ä îñ ë³ä æó âàëè â á à-
ã àò ü îõ  ï ó á ë³ê àö³ÿ õ  [ 6 , 1 0 , 1 2 –1 5 ] . 
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