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Íàâåäåí î ê îð îò ê è é  îã ë ÿ ä ð åç ó ë ü ò àò ³â,  îäåð æ àí è õ  Ï .  Ñ .  Ê àç ³ì ³ð ñ ü ê è ì  ò à 

é îã î ó ÷ í ÿ ì è  ï ð î ô àê ò îð è ç àö ³þ  ì àò ð è ö ü  A  í àä ð ³ç í è ì è  ê ³ë ü ö ÿ ì è ,  ï àð à-

ë åë ü í è õ  äî ô àê ò îð è ç àö ³é  ∆ = ϕψ  ¿ õ  âè ç í à÷ í è ê ³â = ∆det A  (∆ -ï àð àë åë ü í è õ  

ô àê ò îð è ç àö ³é )  ò à äî ô àê ò îð è ç àö ³é  = Φ ΨA
D  ¿ õ  ê àí îí ³÷ í è õ  ä³àã îí àë ü í è õ  

ô îð ì  
A

D  (D -ï àð àë åë ü í è õ  ô àê ò îð è ç àö ³é ) .  Â âåäåí î ï îí ÿ ò ò ÿ  ∆
i
- ò à 

i
D -

ï àð àë åë ü í è õ  ê ë ³ò ê îâî-ò ð è ê ó ò í è õ  ô àê ò îð è ç àö ³é  ê ë ³ò ê îâî-ò ð è ê ó ò í è õ  

ì àò ð è ö ü  T ,  ò îá ò î ô àê ò îð è ç àö ³é  ì àò ð è ö ü  T ,  ï àð àë åë ü í è õ  äî ô àê ò î-

ð è ç àö ³é  ∆ = ϕ ψ
i i i

 ò à = Φ ΨT

i i i
D  â³äï îâ³äí î âè ç í à÷ í è ê ³â ∆

i
 ³ ê àí îí ³÷ í è õ  

ä³àã îí àë ü í è õ  ô îð ì  
T

i
D  ¿ õ  ä³àã îí àë ü í è õ  ê ë ³ò îê  

ii
T .  Â ê àç àí î ê ð è ò åð ³¿  îäí î-

ç í à÷ í îñ ò ³ ç  ò î÷ í ³ñ ò þ  äî àñ îö ³é îâí îñ ò ³ ò àê è õ  ô àê ò îð è ç àö ³é  ì àò ð è ö ü  í àä 
àäåê âàò í è ì è  ê ³ë ü ö ÿ ì è .  

 
Âñòóï. Ä îá ð å â ³ äîì à  â à æ ë èâ à  ð îë ü  ô à ê ò îð èç à ö ³ é ì à ò ð èö ü  íà ä ð ³ ç íèì è 

ê ë à ñ à ì è ê ³ ë åö ü , ç îê ð åì à  íà ä ï îë ³ íîì ³ à ë ü íèì è, ç à â äÿ ê è ¿ õ í³ ì  ð ³ ç íîì à í³ ò íèì  
ç à ñ ò îñ óâ à ííÿ ì è. Î ï èñ à ííÿ  ô à ê ò îð èç à ö ³ é ì à ò ð èö ü  ï îò ð åá óº  ¿ õ íü î¿  ê ë à ñ èô ³ -
ê à ö ³ ¿ . Í èæ ÷ å íà â åäåíî äåÿ ê ³  ò èï è ô à ê ò îð èç à ö ³ é ì à ò ð èö ü  íà ä ï åâ íèì è ê ³ ë ü -
ö ÿ ì è, ï à ð à ë åë ü íèõ  äî ô à ê ò îð èç à ö ³ é ¿ õ í³ õ  â èç íà ÷ íèê ³ â  ò à  ê à íîí³ ÷ íèõ  ä³ à ã î-
íà ë ü íèõ  ô îð ì , ÿ ê ³  îï èñ à â  Ï . Ñ . Êà ç ³ ì ³ ð ñ ü ê èé ò à  éîã î ó÷ í³ . Ð îç ã ë ÿ íóò î îê ð å-
ì î ô à ê ò îð èç à ö ³ ¿  ê ë ³ ò ê îâ î-ò ð èê óò íèõ  ì à ò ð èö ü  íà ä ê ³ ë ü ö ÿ ì è ç  ä³ à ã îíà ë ü íîþ 
ð åäóê ö ³ º þ ì à ò ð èö ü  ò à  â ê à ç à í³  íåîá õ ³ äí³  ³  äîñ ò à ò í³  óì îâ è îäíîç íà ÷ íîñ ò ³  ç  
ò î÷ í³ ñ ò þ äî à ñ îö ³ éîâ íîñ ò ³  ò à ê îã î ò èï ó ô à ê ò îð èç à ö ³ é. 

 ∆ -ïà ð à ë å ë ü í ³  ô à ê òî ð è ç à ö ³ ¿  ì à òð è ö ü . Í åõ à é R  – ê îì óò à ò èâ íà  

îá ë à ñ ò ü  ç  ≠1 0 , ( , )M n R  – ê ³ ë ü ö å ×n n -ì à ò ð èö ü  íà ä R , ∆ = det A  – 

â èç íà ÷ íèê  ì à ò ð èö ³  ∈ ( , )A M n R . 

Ï ð èï óñ ò èì î, ù î ì à ò ð èö ÿ  ∈ ( , )A M n R  íåîñ îá ë èâ à  ³  ð îç ê ë à äåíà  ó äîá ó-

ò îê  íåò ð èâ ³ à ë ü íèõ  ì íîæ íèê ³ â  

 = ,A BC  (1) 

ò îá ò î ∈, ( , )B C M n R  ³  ∉, ( , )B C GL n R . Ò îä³  ô à ê ò îð èç à ö ³ ¿  (1) ì à ò ð èö ³  A  â ³ ä-

ï îâ ³ äà º  ô à ê ò îð èç à ö ³ ÿ   

 ∆ = ϕψ  (2) 

¿ ¿  â èç íà ÷ íèê à ∆ = det A , ï ð è÷ îì ó ϕ = ψ =det , detB C . 

Îçíà÷åííÿ 1 .  Íåõàé âèçíà÷íèê ∆ = det A  ì àò ð èö ³ ∈ ( , )A M n R  ð î ç-

êë àä åíèé íà ì íî æ íèêè âèã ë ÿ ä ó  ( 2) . Ô àêò î ð èçàö ³þ  ( 1)  ì àò ð èö ³ A  ò àêó ,  
ù î  = ϕ = ψdet , detB C , íàçèâàº ì î  ï àð àë åë ü íî þ  ä î  ô àêò î ð èçàö ³¿  ( 2)  ¿ ¿  

âèçíà÷íèêà ∆  àá î  ∆ - ï àð àë åë ü íî þ  ô àêò î ð èçàö ³º þ  ì àò ð èö ³ A . 

 Ï îíÿ ò ò ÿ  ï à ð à ë åë ü íèõ  ô à ê ò îð èç à ö ³ é â ï åð ø å â â ³ â  Ï . Ñ . Êà ç ³ ì ³ ð ñ ü ê èé 

äë ÿ  ï îë ³ íîì ³ à ë ü íèõ  ì à ò ð èö ü  ∈( ) ( , [ ])A x M n P x , äå P  – à ë ã åá ð à ¿ ÷ íî ç à ì ê -

íåíå ï îë å õ à ð à ê ò åð èñ ò èê è íóë ü  [16 , 14]. Í à éá ³ ë ü ø  â à æ ë èâ èì è ô à ê ò îð èç à -
ö ³ ÿ ì è ï îë ³ íîì ³ à ë ü íèõ  ì à ò ð èö ü  º  ò à ê ³ , â  ÿ ê èõ  ì íîæ íèê è ð åã óë ÿ ð í³ , ç îê ð åì à  
óí³ ò à ë ü í³  ï îë ³ íîì ³ à ë ü í³  ì à ò ð èö ³ . Í åâ à æ ê î á à ÷ èò è, ù î íå äë ÿ  ê îæ íî¿  ô à ê -

ò îð èç à ö ³ ¿  ∆ = ϕ ψ( ) ( ) ( )x x x  â èç íà ÷ íèê à  ∆ =( ) det ( )x A x  (õ à ð à ê ò åð èñ ò è÷ íîã î 

ï îë ³ íîì à  ∆( )x ) ³ ñ íóº  ∆ -ï à ð à ë åë ü íà  ô à ê ò îð èç à ö ³ ÿ  ì à ò ð èö ³  ( )A x  ç  óí³ ò à ë ü -

íèì è ì íîæ íèê à ì è. 
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Ñ ï î÷ à ò ê ó ò à ê îã î ò èï ó ô à ê ò îð èç à ö ³ ¿  ï îë ³ íîì ³ à ë ü íèõ  ì à ò ð èö ü  Ï . Ñ . Êà -

ç ³ ì ³ ð ñ ü ê èé ð îç ã ë ÿ äà â  äåù î â  ³ íø ³ é ï îñ ò à íîâ ö ³ . Í åõ à é ( )A x  – ð åã óë ÿ ð íà  

ï îë ³ íîì ³ à ë ü íà  ì à ò ð èö ÿ . Ì íîæ èíó ( )A x
K  â ñ ³ õ  ê îð åí³ â  (ç  óð à õ óâ à ííÿ ì  ê ð à ò -

íîñ ò åé) ï îë ³ íîì à  ∆ =( ) det ( )x A x  ð îç á èâ à þò ü  íà  ï ³ äì íîæ èíè 
1

K  ³  
2

K  ³  

ç à äà ÷ à  ï îë ÿ ã à º  â  ò îì ó, ù îá  â ê à ç à ò è óì îâ è ³ ñ íóâ à ííÿ   ç îá ð à æ åííÿ  ì à ò ð èö ³  

( )A x  ó â èã ë ÿ ä³  äîá óò ê ó =( ) ( ) ( )A x B x C x  ð åã óë ÿ ð íèõ  ì íîæ íèê ³ â  ( )B x  ³  

( )C x  ò à ê èõ , ù î =
( ) 1B x

K K  ³  =
( ) 2C x

K K . À íà ë îã ³ ÷ íî ô îð ì óë þò ü  ç à äà ÷ ó ç î-

á ð à æ åííÿ  ì à ò ð èö ³  ( )A x  ó â èã ë ÿ ä³  äîá óò ê ó äîâ ³ ë ü íîã î ÷ èñ ë à  s  ð åã óë ÿ ð íèõ  

ì íîæ íèê ³ â  â ³ äï îâ ³ äíî äî ð îç á èò ò ÿ  ì íîæ èíè ( )A x
K  íà  ï ³ äì íîæ èíè K

1
, ,

s
K K  

[9, 11]. Ç ð îç óì ³ ë î, ù î ò à ê ³  ô à ê ò îð èç à ö ³ ¿  =( ) ( ) ( )A x B x C x  ì à ò ð èö ³  ( )A x  º  

ï à ð à ë åë ü í³  äî ô à ê ò îð èç à ö ³ ¿  ∆ = ϕ ψ( ) ( ) ( )x x x  ¿ ¿  õ à ð à ê ò åð èñ ò è÷ íîã î ï îë ³ íîì à  

∆ =( ) det ( )x A x , äå ì íîæ èíè 
( )B x

K  ³  
( )C x

K  õ à ð à ê ò åð èñ ò è÷ íèõ  ê îð åí³ â  

ì à ò ð èö ü  ( )B x  ³  ( )C x  ç á ³ ã à þò ü ñ ÿ  ³ ç  ì íîæ èíà ì è ê îð åí³ â  ï îë ³ íîì ³ â  

ϕ =( ) det ( )x B x  ³  ψ =( ) det ( )x C x .  

 Ç à óâ à æ èì î, ù î ù å ó 1956  ð îö ³  ß . Á . Ë îï à ò èíñ ü ê èé ð îç â ’ÿ ç óâ à â  ï îä³ á íó 
ç à äà ÷ ó. Â³ í â ê à ç à â  íåîá õ ³ äí³  ò à  äîñ ò à ò í³  óì îâ è ³ ñ íóâ à ííÿ  äë ÿ  ê îì ï ë åê ñ íî¿  

ð åã óë ÿ ð íî¿  ï îë ³ íîì ³ à ë ü íî¿  ì à ò ð èö ³  ( )A x  ð åã óë ÿ ð íî¿  ï îë ³ íîì ³ à ë ü íî¿  ì à ò ð èö ³  

( )B x , ÿ ê à  º  ë ³ â èì  ä³ ë ü íèê îì  ( )A x , ³  ê îð åí³  det ( )B x  ç á ³ ã à þò ü ñ ÿ  ³ ç  â èä³ ë å-

íèì è ê îð åíÿ ì è ð ³ â íÿ ííÿ  =det ( ) 0A x , ù î â ³ äì ³ íí³  â ³ ä ð åø ò è ê îð åí³ â  [21]. 

 Ï . Ë à íê à ñ ò åð  [38] äîñ ë ³ äæ óâ à â  ð îç ê ë à äí³ ñ ò ü  íà  ë ³ í³ éí³  óí³ ò à ë ü í³  ì íîæ -
íèê è ê îì ï ë åê ñ íèõ  ð åã óë ÿ ð íèõ  ï îë ³ íîì ³ à ë ü íèõ  ì à ò ð èö ü  ï ð îñ ò î¿  ñ ò ð óê ò óð è 

(åë åì åíò à ð í³  ä³ ë ü íèê è ÿ ê èõ  ë ³ í³ éí³ ) ì à ë èõ  ñ ò åï åí³ â . ß ê ù î 2n  õ à ð à ê ò åð èñ -

ò è÷ íèõ  ê îð åí³ â  ê îì ï ë åê ñ íî¿  ð åã óë ÿ ð íî¿  ï îë ³ íîì ³ à ë ü íî¿  ì à ò ð èö ³  ( )A x  äð ó-

ã îã î ñ ò åï åíÿ  ³  ï îð ÿ äê ó n  ð îç á èò è íà  äâ ³  ì íîæ èíè ï î n  õ à ð à ê ò åð èñ ò è÷ íèõ  

ê îð åí³ â  ê îæ íà , ÿ ê ³  íå ï åð åò èíà þò ü ñ ÿ , ³  ³ ñ íóº  n  ë ³ â èõ  ë ³ í³ éíî íåç à ë åæ íèõ  

â ë à ñ íèõ  â åê ò îð ³ â , ù î â ³ äï îâ ³ äà þò ü  ï åð ø ³ é ì íîæ èí³ , ³  n  ï ð à â èõ  ë ³ í³ éíî 

íåç à ë åæ íèõ  â ë à ñ íèõ  â åê ò îð ³ â , ù î â ³ äï îâ ³ äà þò ü  äð óã ³ é ì íîæ èí³  õ à ð à ê ò åð èñ -

ò è÷ íèõ  ê îð åí³ â , ò î ì à ò ð èö ÿ  ( )A x  ð îç ê ë à äíà  íà  ë ³ í³ éí³  óí³ ò à ë ü í³  ì íîæ íèê è. 

Ä à ë ³  â ê à ç à íî ñ ï îñ ³ á  ç à ï èñ ó ì íîæ íèê ³ â  ó ð îç ê ë à ä³  ì à ò ð èö ³  ( )A x  ÷ åð åç  ç à -

ç íà ÷ åí³  ì íîæ èíè ë ³ í³ éíî íåç à ë åæ íèõ  â ë à ñ íèõ  â åê ò îð ³ â . À íà ë îã ³ ÷ í³  ð åç óë ü -
ò à ò è ô îð ì óë þþò ü ñ ÿ  äë ÿ  ð åã óë ÿ ð íèõ  ï îë ³ íîì ³ à ë ü íèõ  ì à ò ð èö ü  ò ð åò ü îã î ò à  
÷ åò â åð ò îã î ñ ò åï åí³ â . Ï . Ñ . Êà ç ³ ì ³ ð ñ ü ê èé ö þ ç à äà ÷ ó ð îç â ’ÿ ç à â  ó ç à ã à ë ü íîì ó 
â èï à äê ó [16 ]. Â³ í â ê à ç à â  ê ð èò åð ³ é â èä³ ë åííÿ  ³ ç  ð åã óë ÿ ð íî¿  ï îë ³ íîì ³ à ë ü íî¿  
ì à ò ð èö ³  íà ä à ë ã åá ð à ¿ ÷ íî ç à ì ê íåíèì  ï îë åì  õ à ð à ê ò åð èñ ò èê è íóë ü  ë ³ í³ éíîã î 
óí³ ò à ë ü íîã î ì íîæ íèê à  ï ð îñ ò î¿  ñ ò ð óê ò óð è. Êð ³ ì  ò îã î äîâ ³ â , ù î ê îæ íà  ð åã ó-
ë ÿ ð íà  ï îë ³ íîì ³ à ë ü íà  ì à ò ð èö ÿ  ï ð îñ ò î¿  ñ ò ð óê ò óð è ð îç ê ë à äíà  ó äîá óò îê  ë ³ í³ é-
íèõ  óí³ ò à ë ü íèõ  ì íîæ íèê ³ â . 

Í à  îñ íîâ ³  â â åäåíèõ  íîâ èõ  ï îíÿ ò ü  ì à ò ð èö ³  ç íà ÷ åíü  ϕ
( )

( )
G x

M  ï îë ³ íîì ³ -

à ë ü íî¿  ì à ò ð èö ³  ( )G x  íà  ñ èñ ò åì ³  ê îð åí³ â  ï îë ³ íîì à  ϕ( )x  [12] (ÿ ê ó ð à í³ ø å 

íà ç èâ à ë è â ³ äï îâ ³ äíîþ ì à ò ð èö åþ äî â èä³ ë åíî¿  ì íîæ èíè õ à ð à ê ò åð èñ ò è÷ íèõ  

ê îð åí³ â  [8, 15]) ò à  ñ óï ð îâ ³ äíî¿  ì à ò ð èö ³  ( )
i

A x  ì à ò ð è÷ íîã î ï îë ³ íîì à  ( )A x  

Ï . Ñ . Êà ç ³ ì ³ ð ñ ü ê èé îï èñ à â  óí³ ò à ë ü í³  ä³ ë ü íèê è ³ ç  ç à äà íèì è ¿ õ  õ à ð à ê ò åð èñ -
ò è÷ íèì è ï îë ³ íîì à ì è ï îë ³ íîì ³ à ë ü íèõ  ì à ò ð èö ü  íà ä à ë ã åá ð à ¿ ÷ íî ç à ì ê íåíèì  
ï îë åì  õ à ð à ê ò åð èñ ò èê è íóë ü , ê îë è óí³ ò à ë ü í³  ä³ ë ü íèê è ñ â î¿ ì è õ à ð à ê ò åð èñ -

ò è÷ íèì è ï îë ³ íîì à ì è â èç íà ÷ à þò ü ñ ÿ  îäíîç íà ÷ íî, à  îò æ å îò ð èì à â  îï èñ  ∆ -ï à -
ð à ë åë ü íèõ  ô à ê ò îð èç à ö ³ é ï îë ³ íîì ³ à ë ü íèõ  ì à ò ð èö ü . Âê à ç à â  óì îâ è ³ ñ íóâ à ííÿ  
ò à ê èõ  ô à ê ò îð èç à ö ³ é, ç à ï ð îï îíóâ à â  ê îíñ ò ð óê ò èâ íèé ñ ï îñ ³ á  ¿ õ  ï îá óäîâ è [10 , 
14] ò à  â ñ ò à íîâ èâ  ê ð èò åð ³ é îäíîç íà ÷ íîñ ò ³  óí³ ò à ë ü íèõ  ä³ ë ü íèê ³ â  ³ ç  ç à äà íèì è 
õ à ð à ê ò åð èñ ò è÷ íèì è ï îë ³ íîì à ì è ï îë ³ íîì ³ à ë ü íèõ  ì à ò ð èö ü  [1]. Êîë è ì íîæ íè-
ê è ñ â î¿ ì è õ à ð à ê ò åð èñ ò è÷ íèì è ï îë ³ íîì à ì è â èç íà ÷ à þò ü ñ ÿ  îäíîç íà ÷ íî, â ³ í 
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ò à ê îæ  â ê à ç à â  óì îâ è ³ ñ íóâ à ííÿ  ∆ -ï à ð à ë åë ü íèõ  ô à ê ò îð èç à ö ³ é ï îë ³ íîì ³ à ë ü -
íèõ  ì à ò ð èö ü  ç  ë ³ í³ éíèì è ð åã óë ÿ ð íèì è ì íîæ íèê à ì è [11, 12]. 

Ä ë ÿ  ï îë ³ íîì ³ à ë ü íèõ  ì à ò ð èö ü  íà ä äîâ ³ ë ü íèì è ï îë ÿ ì è ò à ê ³  ï à ð à ë åë ü í³  
ô à ê ò îð èç à ö ³ ¿  ï îâ í³ ñ ò þ îï èñ à í³  ó ï ð à ö ³  [33]. 

Í å äë ÿ  ê îæ íî¿  ô à ê ò îð èç à ö ³ ¿   

 ∆ = ϕ ϕK

1
( ) ( ) ( )

k
x x x  (3) 

õ à ð à ê ò åð èñ ò è÷ íîã î ï îë ³ íîì à  ð åã óë ÿ ð íî¿  ï îë ³ íîì ³ à ë ü íî¿  ì à ò ð èö ³  ( )A x  º  ¿ ¿  

∆ -ï à ð à ë åë ü íà  ô à ê ò îð èç à ö ³ ÿ   

 = K

1
( ) ( ) ( )

k
A x B x B x  (4) 

ç  ð åã óë ÿ ð íèì è ì íîæ íèê à ì è. Âñ ò à íîâ ë åíî [29], ù î ³ ñ íóþò ü  ð åã óë ÿ ð í³  ï îë ³ -

íîì ³ à ë ü í³  ì à ò ð èö ³  ( )A x  á åç  ê ð à ò íèõ  õ à ð à ê ò åð èñ ò è÷ íèõ  ê îð åí³ â  ³  äë ÿ  

ê îæ íî¿  â ³ äï îâ ³ äíî¿  ô à ê ò îð èç à ö ³ ¿  (3) ¿ õ  õ à ð à ê ò åð èñ ò è÷ íèõ  ï îë ³ íîì ³ â  

∆ =( ) det ( )x A x  ³ ñ íóþò ü  ∆ -ï à ð à ë åë ü í³  ô à ê ò îð èç à ö ³ ¿  (4). Ò à ê ³  ï îë ³ íîì ³ à ë ü í³  

ì à ò ð èö ³  íà ç â à í³  à á ñ îë þò íî ð îç ê ë à äíèì è. Âñ ò à íîâ ë åí³  ò à ê îæ  óì îâ è 
à á ñ îë þò íî¿  ¿ õ  ð îç ê ë à äíîñ ò ³ . Ó  ö ü îì ó ç â ’ÿ ç ê ó â ê à ç à í³  íèæ íÿ  ò à  â åð õ íÿ  ì åæ ³  
äë ÿ  ÷ èñ åë  ë ³ í³ éíèõ  óí³ ò à ë ü íèõ  ä³ ë ü íèê ³ â  ð åã óë ÿ ð íèõ  ï îë ³ íîì ³ à ë ü íèõ  

ì à ò ð èö ü  á åç  ê ð à ò íèõ  õ à ð à ê ò åð èñ ò è÷ íèõ  ê îð åí³ â  [31] ò à  ¿ õ  ∆ -ï à ð à ë åë ü íèõ  
ô à ê ò îð èç à ö ³ é [30 ]. Ï . Ñ . Êà ç ³ ì ³ ð ñ ü ê èé îï èñ à â  ð åã óë ÿ ð í³  ï îë ³ íîì ³ à ë ü í³  
ì à ò ð èö ³ , ÿ ê ³  ì à þò ü  â ë à ñ ò èâ ³ ñ ò ü  à á ñ îë þò íî¿  â èä³ ë þâ à íîñ ò ³  ë ³ í³ éíèõ  óí³ ò à ë ü -

íèõ  ì íîæ íèê ³ â , ò îá ò î ò à ê ³ , ù î äë ÿ  ê îæ íîã î ä³ ë ü íèê à  ϕ( )x  ñ ò åï åíÿ  n , äå n  

– ï îð ÿ äîê  ì à ò ð èö ³  ( )A x , ¿ ¿  õ à ð à ê ò åð èñ ò è÷ íîã î ï îë ³ íîì à  ∆( )x  ³ ñ íóº  óí³ -

ò à ë ü íà  ì à ò ð èö ÿ  ( )B x , = ϕdet ( ) ( )B x x , ÿ ê à  º  ë ³ â èì  ä³ ë ü íèê îì  ( )A x  [16 ]. 

Âñ ò à íîâ ë åíî [19, 28, 34] ç â ’ÿ ç ê è ì ³ æ  ³ ñ íóâ à ííÿ ì  ∆ -ï à ð à ë åë ü íèõ  ô à ê -
ò îð èç à ö ³ é ð åã óë ÿ ð íèõ  ï îë ³ íîì ³ à ë ü íèõ  ì à ò ð èö ü  ç  ë ³ í³ éíèì è óí³ ò à ë ü íèì è 
ì íîæ íèê à ì è ³  ê ð à ò íîñ ò ÿ ì è ¿ õ  õ à ð à ê ò åð èñ ò è÷ íèõ  ê îð åí³ â  ò à  ñ ò åï åíÿ ì è åë å-
ì åíò à ð íèõ  ä³ ë ü íèê ³ â .  

D -ï à ð à ë å ë ü í ³  ô à ê ò î ð è ç à ö ³ ¿  ì à ò ð è ö ü . Í åõ à é R  – ê îì óò à ò èâ íà  

îá ë à ñ ò ü , â  ÿ ê ³ é ê îæ íà  ì à ò ð èö ÿ  ∈ ( , )A M n R  ì à º  â ë à ñ ò èâ ³ ñ ò ü  ä³ à ã îíà ë ü íî¿  

ð åäóê ö ³ ¿ , ò îá ò î ³ ñ íóþò ü  ò à ê ³  ì à ò ð èö ³  ∈, ( , )U V G L n R , ù î 

 = = µ µ µ ≠K K

1
diag( , , , 0, ,0), 0,

A

r r
D UAV  (5) 

+µ µ = −K

1
, 1, , 1

i i
i r . Ì à ò ð èö þ 

A
D  íà ç èâ à þò ü  ê à íîí³ ÷ íîþ ä³ à ã îíà ë ü íîþ 

ô îð ì îþ ì à ò ð èö ³  A , ä³ à ã îíà ë ü íó ì à ò ð èö þ K

1
diag( , , )

m
d d , â  ÿ ê ³ é +1i i

d d , 

= −K1, , 1i m  – d -ì à ò ð èö åþ. 

 Ä ë ÿ  ì à ò ð èö ü  ∈ ( , )A M n R  íàä ð³çíèìè ê³ëüöÿìè R  â ³äî ìî , ù î  êî ëè 

ìàò ðèöÿ ∈ ( , )B M n R  º  ä³ëüíèêî ì ìàò ðèö³ A , ò î  êàíî í³÷ íà ä³àã î íàëüíà 

ô î ðìà 
B

D  ìàò ðèö³ B  º  ä³ëüíèêî ì êàíî í³÷ íî ¿  ä³àã î íàëüíî ¿  ô î ðìè 
A

D  

ìàò ðèö³ A  [37, 39 , 5 , 26, 43]. Ò î ìó  ô àêò î ðèçàö³¿  (1) ìàò ðèö³ A  â ³äï î â ³äàº  

ô àêò î ðèçàö³ÿ ¿ ¿  êàíî í³÷ íî ¿  ä³àã î íàëüíî ¿  ô î ðìè 
A

D  â èã ëÿäó  

 = ΦΨ =A
D ϕ ϕ ψ ψK K

1 1
diag( , , ) diag( , , ),

n n
 (6) 

äå  +ϕ ϕ = −K

1
, 1, , 1,

i i
i n  ³ Φ = B

D . Ó  öüî ìó  â èï àäêó  êàæ å ìî , ù î  ô àêò î -

ðèçàö³ÿ (1) ìàò ðèö³ A  º  â ³äï î â ³äíà äî  ô àêò î ðèçàö³¿  (6) ¿ ¿  êàíî í³÷ íî ¿  ä³àã î -

íàëüíî ¿  ô î ðìè 
A

D . Ò àêèì ÷ èíî ì, î ï èñ àííÿ â ñ ³õ  ä³ëüíèê³â  ìàò ðèö³ A  

çâ î äèò üñ ÿ äî  î ï èñ àííÿ ¿ ¿  ä³ëüíèê³â  B  ³ç çàäàíî þ  êàíî í³÷ íî þ  ä³àã î íàëüíî þ  

ô î ðìî þ  = ΦB
D ,  äå  Φ  – ä³ëüíèê êàíî í³÷ íî ¿  ä³àã î íàëüíî ¿  ô î ðìè A

D  

ìàò ðèö³ A . Ò àêèé  ï ³äõ ³ä äàâ  ìî æ ëèâ ³ñ ò ü Ï . Ñ . Ê àç³ì³ðñ üêî ìó  ó  19 78  ðî ö³ 
ðî çâ ’ÿçàò è ï ðî á ëå ìó  â èä³ëå ííÿ ðå ã ó ëÿðíèõ  ìíî æ íèê³â  ³ç ï î ë³íî ì³àëüíî ¿  
ìàò ðèö³ íàä àëã å á ðà¿ ÷ íî  çàìêíå íèì ï î ëå ì õ àðàêò å ðèñ ò èêè íó ëü [13, 17]. Â³í 
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â ñ ò àíî â èâ  íå î á õ ³äí³ ò à äî ñ ò àò í³ ó ìî â è â èä³ëå ííÿ ó í³ò àëüíî ã î  ìíî æ íèêà ³ç 
çàäàíî þ  êàíî í³÷ íî þ  ä³àã î íàëüíî þ  ô î ðìî þ  ³ç ï î ë³íî ì³àëüíî ¿  ìàò ðèö³ ³ çà-
ï ðî ï î íó â àâ  å ô å êò èâ íèé  ìå ò î ä ï î á ó äî â è â èä³ëþ â àíèõ  ìíî æ íèê³â . ß ê íàñ ë³-
äî ê î äå ðæ àâ  êðèò å ð³é  ðî çâ ’ÿçíî ñ ò ³ â ³äï î â ³äíèõ  ìàò ðè÷ íèõ  ï î ë³íî ì³àëüíèõ  
ð³â íÿíü, à ò àêî æ  â êàçàâ  êî íñ ò ðó êò èâ íèé  ìå ò î ä çíàõ î äæ å ííÿ ¿ õ  ðî çâ ’ÿçê³â  
[14]. 

 Ó  ô àêò î ðèçàö³¿  (1) ìàò ðèö³ A , ù î  â ³äï î â ³äàº  ô àêò î ðèçàö³¿  (6) ¿ ¿  êàíî -

í³÷ íî ¿  ä³àã î íàëüíî ¿  ô î ðìè 
A

D , ìàò ðèöÿ B  å êâ ³â àëå íò íà äî  Φ . Ì àò ðèöÿ C  

ìî æ å  á ó ò è å êâ ³â àëå íò íà äî  Ψ  àá î  æ  í³. 

Ïðèêëàä 1. Í å õ àé  ∈ (3, )A M Z , äå   

 =

6 0 0

0 9 0 ,

0 0 9

A   

= diag(3,9,18)
A

D . Ì àò ðèöþ  A  çî á ðàçèìî  ó  â èã ëÿä³ äî á ó ò êó  

 = = −

2 0 0 3 0 0

3 0 3 0

0 0 3 0 0 3

A BC t t , ∈t Z . (7) 

Ô àêò î ðèçàö³¿  (7) ìàò ðèö³ A  â ³äï î â ³äàº  ô àêò î ðèçàö³ÿ  

 = ΦΨ = diag(1,3,6) diag(3,3,3)
A

D   

¿ ¿  êàíî í³÷ íî ¿  ä³àã î íàëüíî ¿  ô î ðìè 
A

D . 

ß êù î  = ∈3 ,t k k Z , ò î  ìàò ðèöÿ C  å êâ ³â àëå íò íà äî  Ψ = diag(3,3,3) , à 

ÿêù î  æ  ≠ ∈3 ,t k k Z , ò î  íå  å êâ ³â àëå íò íà äî  Ψ .  

Îçíà÷åííÿ 2. Íåõàé êàíîí³÷íà ä³àãîíàëüíà ôîðìà A
D  ìàò ðè ö ³ A  

ðîç êëàäåíà íà ìíîæ íè êè  â è ãëÿ äó  ( 6 ) . Ô àêò îðè ç àö ³þ  ( 1 )  ìàò ðè ö ³ A  ò àêó ,  
ù î ìàò ðè ö ³ Â  ³ Ñ  åêâ ³â àëåíò í³ â ³äï îâ ³äíî äî ìàò ðè ö ü Φ  ³ Ψ ,  íàç è â àº ìî 

ï àðàëåëüíîþ  äî ôàêò îðè ç àö ³¿  ( 6 )  ¿ ¿  êàíîí³÷íî¿  ä³àãîíàëüíî¿  ôîðìè  A
D  àá î 

D - ï àðàëåëüíîþ  ôàêò îðè ç àö ³º þ  ìàò ðè ö ³ A . 

Ä ëÿ êî æ íî ¿  ô àêò î ðèçàö³¿  (6) êàíî í³÷ íî ¿  ä³àã î íàëüíî ¿  ô î ðìè 
A

D  ìà-

ò ðèö³ A  ³ñ íó º  ô àêò î ðèçàö³ÿ  

 = ,A BC  − −= Φ = Ψ1 1
,B U C V  (8 ) 

ìàò ðèö³ A , äå  U  ³ V – ìàò ðèö³, ÿê³ çàäî â î ëüíÿþ ò ü ñ ï ³â â ³äíî ø å ííÿ (5 ), ³ öÿ 

ô àêò î ðèçàö³ÿ ìàò ðèö³ A  º  ï àðàëå ëüíà äî  ô àêò î ðèçàö³¿  (6) ¿ ¿  êàíî í³÷ íî ¿  

ä³àã î íàëüíî ¿  ô î ðìè 
A

D . Î äíàê º  ô àêò î ðèçàö³¿  ìàò ðèö³ A , ÿê â èäíî  ³ç 
ï î ï å ðå äíüî ã î  ï ðèêëàäó , äëÿ ÿêèõ  íå  ³ñ íó º  æ î äíî ¿  ô àêò î ðèçàö³¿  êàíî í³÷ íî ¿  

ä³àã î íàëüíî ¿  ô î ðìè 
A

D  ìàò ðèö³ A , äî  ÿêî ¿  á  â î íè á ó ëè ï àðàëå ëüí³.  
 Ò àêî ã î  ò èï ó  ï àðàëå ëüí³ ô àêò î ðèçàö³¿  ðî çã ëÿíó ò ³ ó  ï ðàöÿõ  [18 , 6] äëÿ 
ï î ë³íî ì³àëüíèõ  ìàò ðèöü íàä àëã å á ðà¿ ÷ íî  çàìêíå íèì ï î ëå ì õ àðàêò å ðèñ ò èêè 
íó ëü. Ï î íÿò ò ÿ ô àêò î ðèçàö³é  ìàò ðèöü, ï àðàëå ëüíèõ  äî  ô àêò î ðèçàö³é  ¿ õ  
êàíî í³÷ íèõ  ä³àã î íàëüíèõ  ô î ðì, â â å äå íå  ó  [22] äëÿ ï î ë³íî ì³àëüíèõ  ìàò ðèöü 
íàä äî â ³ëüíèì ï î ëå ì. Í à î ñ íî â ³ ñ ï å ö³àëüíî ¿  ò ðèêó ò íî ¿  ô î ðìè ï î ë³íî ì³-
àëüíî ¿  ìàò ðèö³ ñ ò î ñ î â íî  íàï ³â ñ êàëÿðíî ¿  å êâ ³â àëå íò íî ñ ò ³ [32] â ñ ò àíî â ëå í³ 
ó ìî â è, çà ÿêèõ  êî æ íà ô àêò î ðèçàö³ÿ ï î ë³íî ì³àëüíî ¿  ìàò ðèö³, â ³äï î â ³äíà äî  

ô àêò î ðèçàö³¿  ¿ ¿  êàíî í³÷ íî ¿  ä³àã î íàëüíî ¿  ô î ðìè, º  D -ï àðàëå ëüíî þ  ô àêò î ðè-

çàö³º þ , ò à ï î êàçàíî  êëàñ è ìàò ðèöü, ÿê³ ìî æ ó ò ü ìàò è ëèø å  D -ï àðàëå ëüí³ 

ô àêò î ðèçàö³¿ . Âêàçàíèé  êðèò å ð³é  ³ñ íó â àííÿ D -ï àðàëå ëüíèõ  ô àêò î ðèçàö³é  ç 
ó í³ò àëüíèìè ìíî æ íèêàìè ï î ë³íî ì³àëüíèõ  ìàò ðèöü íàä äî â ³ëüíèì ï î ëå ì, 
çàï ðî ï î íî â àíèé  ìå ò î ä ¿ õ  ï î á ó äî â è ò à â ñ ò àíî â ëå í³ ó ìî â è î äíî çíà÷ íî ñ ò ³ 
ò àêèõ  ô àêò î ðèçàö³é . Âêàçàí³ ô î ðìó ëè [2], çà ÿêèìè çàï èñ ó þ ò ü â ñ ³ ó í³ò àëüí³ 
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ä³ëüíèêè ³ç çàäàíî þ  êàíî í³÷ íî þ  ä³àã î íàëüíî þ  ô î ðìî þ  çà ó ìî â è D -
ï àðàëå ëüíî ñ ò ³ â ³äï î â ³äíèõ  ô àêò î ðèçàö³é . 
 Ó  ï ðàö³ [7] â êàçàí³ íå î á õ ³äí³ ò à äî ñ ò àò í³ ó ìî â è ðî çêëàäó  êî ìï ëå êñ íî ¿  

ï î ë³íî ì³àëüíî ¿  ìàò ðèö³ ( )A x  íà ë³í³é í³ ó í³ò àëüí³ ìíî æ íèêè, ï àðàëå ëüíî ã î  

äî  ðî çêëàäó  = Φ ΦK

1
( ) ( ), , ( )

A

m
D x x x  ¿ ¿  êàíî í³÷ íî ¿  ä³àã î íàëüíî ¿  ô î ðìè 

( )
A

D x , äå  Φ = K( ), 1, ,
i
x i m  – d -ìàò ðèö³ ³ êàíî í³÷ íà ä³àã î íàëüíà ô î ðìà 

( )
A

D x  ìàò ðèö³ ( )A x  äî ð³â íþ º  äî á ó ò êó  êàíî í³÷ íèõ  ä³àã î íàëüíèõ  ô î ðì 

ìíî æ íèê³â . Ä î â å äå íî  ò àêî æ , ù î  ò àêèé  ï àðàëå ëüíèé  ðî çêëàä ìàò ðèö³ ( )A x  

º äèíèé . Âñ ò àíî â ëå í³ [27] ó ìî â è ³ñ íó â àííÿ ðî çêëàä³â  ï î ë³íî ì³àëüíèõ  ìàò ðèöü 
íàä äî â ³ëüíèì ï î ëå ì íà â êàçàíó  ê³ëüê³ñ ò ü ó í³ò àëüíèõ  ìíî æ íèê³â  çàçíà-
÷ å íèõ  ñ ò å ï å í³â , ï àðàëå ëüíèõ  äî  ðî çêëàä³â  ¿ õ  êàíî í³÷ íèõ  ä³àã î íàëüíèõ  ô î ðì. 

Ð å çó ëüò àò è ù î äî  ï àðàëå ëüíèõ  ô àêò î ðèçàö³é  ìàò ðèöü íàä ï î ë³íî ì³àëü-
íèìè ê³ëüöÿìè ï î ø èðå í³ äëÿ ìàò ðèöü íàä î á ëàñ ò ÿìè ã î ëî â íèõ  ³äå àë³â  [24] 
ò à, á ³ëüø  çàã àëüíî , íàä êî ìó ò àò èâ íèìè àäå êâ àò íèìè î á ëàñ ò ÿìè ñ ê³í÷ å ííî  
ï î ðî äæ å íèõ  ã î ëî â íèõ  ³äå àë³â  [20 ], ÿê³ º , ÿê â ³äî ìî , î á ëàñ ò ÿìè ç ä³àã î íàëü-
íî þ  ðå äó êö³º þ  ìàò ðèöü. Âèêî ðèñ ò î â ó þ ÷ è ñ ò àíäàðò íó  ô î ðìó , â ñ ò àíî â ëå íó  
äëÿ ï àð ìàò ðèöü íàä ò àêèìè ê³ëüöÿìè ù î äî  ó çàã àëüíå íî ¿  å êâ ³â àëå íò íî ñ ò ³ 

[40 , 41], î ï èñ àí³ D -ï àðàëå ëüí³ ô àêò î ðèçàö³¿  ìàò ðèöü íàä öèìè ê³ëüöÿìè. 
Âêàçàíî  â èã ëÿä ó ñ ³õ  ò àêèõ  ô àêò î ðèçàö³é  ò à êðèò å ð³é  î äíî çíà÷ íî ñ ò ³ ç ò î ÷ -

í³ñ ò þ  äî  àñ î ö³é î â íî ñ ò ³ D -ï àðàëå ëüíèõ  ô àêò î ðèçàö³é .  

Ó  ï ðàöÿõ  [23, 26] â ñ ò àíî â ëå íî  çâ ’ÿçêè ì³æ  D -ï àðàëå ëüíèìè ô àêò î ðè-

çàö³ÿìè ò à ä³àã î íàë³çàö³º þ  ï àð ìàò ðèöü. Í å õ àé  R  – êî ìó ò àò èâ íà àäå êâ àò íà 

î á ëàñ ò ü ñ ê³í÷ å ííî  ï î ðî äæ å íèõ  ã î ëî â íèõ  ³äå àë³â  ³ ìàò ðèöÿ ∈ ( , )B M n R  º  

ë³â èì ä³ëüíèêî ì ìàò ðèö³ ∈ ( , )A M n R , ò î á ò î  =A BC . Ò î ä³ ï àðà ìàò ðèöü 

( , )A B  ä³àã î íàë³çó º ò üñ ÿ, ò î á ò î  ³ñ íó þ ò ü ìàò ðèö³ ∈, , ( , )
A B

U V V GL n R  ò àê³, 

ù î  =
A

A
UAV D  ³ = B

B
UBV D  ó  ò î ìó  ³ ò ³ëüêè ó  ò î ìó  â èï àäêó , êî ëè ô àêò î -

ðèçàö³ÿ =A BC  ìàò ðèö³ A  º  D -ï àðàëå ëüíî þ  ô àêò î ðèçàö³º þ . 

Î ÷ å â èäíî , ù î  êî æ íà ô àêò î ðèçàö³ÿ ìàò ðèö³ A  º  ï àðàëå ëüíà äî  äå ÿêî ¿  

ô àêò î ðèçàö³¿  ¿ ¿  â èçíà÷ íèêà ∆ , ò î á ò î  º  ∆ -ï àðàëå ëüíà, ³ íàâ ï àêè, äëÿ êî æ -

íî ¿  ô àêò î ðèçàö³¿  â èçíà÷ íèêà ∆  ìàò ðèö³ A  ³ñ íó º  ∆ -ï àðàëå ëüíà ô àêò î ðè-
çàö³ÿ ö³º ¿  ìàò ðèö³. Î ñ ò àííº  ñ ï ðàâ å äëèâ î , î ñ ê³ëüêè äëÿ êî æ íî ¿  ô àêò î ðèçàö³¿  

â èã ëÿäó  (2) â èçíà÷ íèêà ∆  ìàò ðèö³ A  ìî æ íà ï î á ó äó â àò è ñ ó êó ï í³ñ ò ü d -ìà-

ò ðèöü Φ
i
 ò àêèõ , ù î  Φ = ϕdet

i
, êî æ íà ç ÿêèõ  º  ä³ëüíèêî ì êàíî í³÷ íî ¿  ä³àã î -

íàëüíî ¿  ô î ðìè 
A

D  ìàò ðèö³ A , ò î á ò î  

 = Φ Ψ .

A

i i
D  (9 ) 

Ò î ìó  äëÿ ìàò ðèö³ A  ³ñ íó þ ò ü ô àêò î ðèçàö³¿  â èã ëÿäó  (8 ), ò î á ò î   

 = ,

i i
A B C  

− −= Φ = Ψ1 1
,

i i i i
B U C V , (10 ) 

äå  ìàò ðèö³ U ,V ∈ ( , )GL n R  ³ç ñ ï ³â â ³äíî ø å ííÿ (5 ). Ô àêò î ðèçàö³¿  (10 ) º  ï àðà-

ëå ëüí³ ³ äî  ô àêò î ðèçàö³¿  (2) â èçíà÷ íèêà ∆  ìàò ðèö³ A , ò î á ò î  º  ∆ -ï àðàëå ëüí³. 

 Î ò æ å , ³ç â èçíà÷ íèêî ì ϕ  ³ñ íó º  ñ ó êó ï í³ñ ò ü d -ìàò ðèöü Φ
i
 ò àêèõ , ù î  

Φ = ϕdet
i

 ³ Φ
i
 º  ë³â èì ä³ëüíèêî ì 

A
D . ß êù î  ê³ëüöå  R  ô àêò î ð³àëüíå , ò î  

÷ èñ ëî  å ëå ìå íò ³â  ö³º ¿  ñ ó êó ï íî ñ ò ³ ñ ê³í÷ å ííå  ³ é î ã î  íå â àæ êî  î á ÷ èñ ëèò è ÿê 
ò àêå , ÿêå  íå  ï å ðå â èù ó º  ÷ èñ ëà ðî çêëàä³â  íàò ó ðàëüíî ã î  ÷ èñ ëà ó  ñ ó ìó  n  

íå â ³ä’º ìíèõ  äî äàíê³â , ÿê³ íå  ñ ï àäàþ ò ü. 

Î ò æ å , êëàñ  ∆ -ï àðàëå ëüíèõ  ô àêò î ðèçàö³é  ìàò ðèö³ A  çà ô ³êñ î â àíî ¿  

ô àêò î ðèçàö³¿  ∆ = ϕψ  â èçíà÷ íèêà ∆ = det A  ðî çï àäàº ò üñ ÿ íà ï ³äêëàñ è  

D -ï àðàëå ëüíèõ  ô àêò î ðèçàö³é  ù î äî  ô àêò î ðèçàö³é  = Φ Ψ = K, 1,2,
A

i i
D i  êà-

íî í³÷ íî ¿  ä³àã î íàëüíî ¿  ô î ðìè A
D  ò àêèõ , ù î  Φ = ϕdet

i
. 



12 Н. С. Джалюк,  В . М . П е т р и ч ко в и ч  
Ïà ð à ë å ë ü í ³  êë ³ ò êî â î -ò ð è êó ò í ³  ô à êò î ð è ç à ö ³ ¿  ì à ò ð è ö ü .  Í å õ àé  

äàë³ R  – àäå êâ àò íå  ê³ëüöå  [36], ò î á ò î  R  – î á ëàñ ò ü ö³ë³ñ íî ñ ò ³, â  ÿê³é  

êî æ íèé  ñ ê³í÷ å ííî  ï î ðî äæ å íèé  ³äå àë º  ã î ëî â íèì ³ äëÿ êî æ íî ã î  íå íó ëüî â î ã î  

å ëå ìå íò à ∈a R  ³ êî æ íî ã î  å ëå ìå íò à ∈b R  ³ñ íó þ ò ü ò àê³ å ëå ìå íò è ∈,c d R , 

ù î  =a c d , ï ðè÷ î ìó  c  º  â çàº ìíî  ï ðî ñ ò èì ³ç b , à êî æ íèé  íå î á î ðî ò íèé  ä³ëü-

íèê 
i

d  å ëå ìå íò à d  ìàº  íå î á î ðî ò íèé  ñ ï ³ëüíèé  ä³ëüíèê ³ç ∈b R . 

Í å õ àé  ∈ ( , )T M n R  – íå î ñ î á ëèâ à â å ðõ íÿ êë³ò êî â î -ò ðèêó ò íà ìàò ðèöÿ, 

ò î á ò î   

 =

K

K

K K K K

K

11 12 1

22 2
0

0 0

k

k

kk

T T T

T T
T

T

, (11) 

äå  ∈ = >K( , , ), , 1, , ,ij i jT M n n R i j k i j , ³ íå õ àé  ìàò ðèöÿ T  ðî çêëàäå íà ó  

äî á ó ò î ê êë³ò êî â î -ò ðèêó ò íèõ  ìíî æ íèê³â :  

 = =

K K

K K

K K K K K K K K

K K

11 12 1 11 12 1

22 2 22 2
0 0

0 0 0 0

k k

k k

kk kk

B B B C C C

B B C C
T BC

B C

, (12) 

äå  ∈ ∈ = >K, ( , ), , ( , , ), , 1, , ,ii ii i ij ij i jB C M n R B C M n n R i j k i j . Ò î ä³  

 = = K, 1, , .
ii ii ii

T B C i k  (1 3 ) 

² ç  ô à ê òî ð è ç à ö ³ ¿  (1 2) ì à òð è ö ³  T  â è ï ë è â à þ òü  ô à ê òî ð è ç à ö ³ ¿  ¿ ¿  â è ç í à ÷ í è ê à  

= ∆detT :  

 ∆ = ϕψ,  (1 4 ) 

ä å  ϕ = ψ =det , detB C , òà  ô à ê òî ð è ç à ö ³ ¿  â è ç í à ÷ í è ê ³ â  ¿ ¿  ä ³ à ã î í à ë ü í è õ  

ê ë ³ òî ê  = ∆ = Kdet , 1, ,
ii i

T i k : 

 ∆ = ϕ ψ = K, 1, , ,
i i i

i k  (1 5 ) 

ä å  ϕ = ψ = = Kdet , det , 1, ,
i ii i ii

B C i k . 

Îçíà÷åííÿ 3. Íåõàé âèçíà÷íèêè ∆ = d e t
i ii

T  ä ³ àã î íàë ü íèõ êë ³ ò î ê 

= K, 1, , ,
ii

T i k  êë ³ ò êî âî -ò ð èêó ò íî ¿  ì àò ð èö ³  T  ð î çêë àä åí³  íà ì íî æ íè-

êè âèã ë ÿ ä ó  (1 5 ) .  Ê ë ³ ò êî âî -ò ð èêó ò íó  ô àêò î ð èçàö ³ þ  âèã ë ÿ ä ó  (1 2) ì àò ð èö ³  

T  ò àêó ,  ù î  = ϕ = ψ = Kdet , det , 1, , ,
ii i ii i

B C i k  íàçèâàº ì î  ï àð àë åë ü -

íî þ  ä î  ô àêò î ð èçàö ³ ¿  (1 5 ) âèçíà÷íèê³ â ¿ ¿  ä ³ àã î íàë ü íèõ êë ³ ò î ê 

= K, 1, , ,
ii

T i k  àá î  êî ð î ò êî  – ∆
i
-ï àð àë åë ü íî þ  êë ³ ò êî âî -ò ð èêó ò íî þ  

ô àêò î ð èçàö ³ º þ  ì àò ð èö ³  T . 

ß ê  â æ å  á óë î  ñ ê à ç à í î  â è ù å , ÿ ê ù î  ³ ñ í óº  ô à ê òî ð è ç à ö ³ ÿ  (1 4 ) â è ç í à ÷ í è ê à  

∆  ì à òð è ö ³  T , òî  ³ ñ í óº  ∆ -ï à ð à ë å ë ü í à  ô à ê òî ð è ç à ö ³ ÿ  ì à òð è ö ³  T , à ë å  ä ë ÿ  

ô à ê òî ð è ç à ö ³ ¿  (1 5 ) â è ç í à ÷ í è ê ³ â  ∆
i
 ä ³ à ã î í à ë ü í è õ  ê ë ³ òî ê  

ii
T  ì à òð è ö ³  T  ì î æ å  

í å  ³ ñ í óâ à òè  ∆
i
-ï à ð à ë å ë ü í î ¿  ê ë ³ òê î â î -òð è ê óòí î ¿  ô à ê òî ð è ç à ö ³ ¿  ì à òð è ö ³  T . 

Ï ð è ê ë àä  2 . Í å õ à é  

 = − = 11 12

22

1 13 8

6 2 3
0

0 0 2 4

T T
T

T
 –  
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ê ë ³ òê î â î -òð è ê óòí à  ì à òð è ö ÿ  í à ä  Z . Í å õ à é  ä à ë ³  â è ç í à ÷ í è ê è  ä ³ à ã î í à ë ü í è õ  

ê ë ³ òî ê  = ∆ =
11 1

det 80T  ³  = ∆ =
22 2

det 24T  ð î ç ê ë à ä å í ³  í à  ì í î æ í è ê è  

 ∆ = ⋅ = ϕ ψ
1 1 1

8 10 ,  (1 6 ) 

 ∆ = ⋅ = ϕ ψ
2 2 2

6 4 .  (1 7 ) 

Ò î ä ³  ê ë ³ òê è  
11
T  òà  

2 2
T ( ê ë ³ òê à  ï å ð ø î ã î  ï î ð ÿ ä ê ó) ð î ç ê ë à ä å í ³  í à  ì í î æ í è ê è   

 = =
−11 11 11

4 1 1 3

0 2 3 1
T B C , (1 8 ) 

 = ⋅ =
22 22 22

6 4T B C  (1 9 ) 

³  ö ³  ô à ê òî ð è ç à ö ³ ¿  º  ï à ð à ë å ë ü í ³  â ³ ä ï î â ³ ä í î  ä î  ô à ê òî ð è ç à ö ³ é  (1 6 ), (1 7 ) ¿ õ í ³ õ  

â è ç í à ÷ í è ê ³ â  ∆
1
, ∆

2
. 

 Í å  ³ ñ í óº  ê ë ³ òê î â î -òð è ê óòí î ¿  ô à ê òî ð è ç à ö ³ ¿  â è ã ë ÿ ä ó 

 = 11 11

2 2 2 2
0 0

B Y C X
T

B C
, (20 ) 

Ù î  â ³ ä ï î â ³ ä à º  ô à ê òî ð è ç à ö ³ ÿ ì  (1 8 ), (1 9 ) ä ³ à ã î í à ë ü í è õ  ê ë ³ òî ê  
11
T  ³  

2 2
T  òà  º  

ï à ð à ë å ë ü í à  ä î  ô à ê òî ð è ç à ö ³ é  (1 6 ), (1 7 ) ¿ õ í ³ õ  â è ç í à ÷ í è ê ³ â  ∆
1
, ∆

2
. 

 Ä ³ é ñ í î , ô à ê òî ð è ç à ö ³ ÿ  (20 ) ³ ñ í óº  òî ä ³  ³  ò³ ë ü ê è  òî ä ³ , ê î ë è  ì à òð è ÷ í å  
ð ³ â í ÿ í í ÿ   

 + =
11 2 2 12

B X YC T   

ì à º  ð î ç â ’ÿ ç î ê . Ç ã ³ ä í î  ç  òå î ð å ì î þ  Ð î òà  [ 4 2, 3 5 ]  ö å  ð ³ â í ÿ í í ÿ  í å  ì à º  ð î ç â ’ÿ ç ê ó, 
á î  ì à òð è ö ³   

 =11 12

22

4 1 8

0 2 3
0

0 0 4

B T

C
 òà  =11

22

4 1 0
0

0 2 0
0

0 0 4

B

C
  

í å  º  å ê â ³ â à ë å í òí ³ . 

 Î ñ ê ³ ë ü ê è  â ñ ³  ³ í ø ³  ô à ê òî ð è ç à ö ³ ¿  ê ë ³ òî ê  
11
T  ³  

2 2
T , ï à ð à ë å ë ü í ³  ä î  ô à ê òî -

ð è ç à ö ³ é  (1 6 ) òà  (1 7 ) ¿ õ  â è ç í à ÷ í è ê ³ â  ∆
1
 ³  ∆

2
, º  à ñ î ö ³ é î â à í è ì è  ä î  ô à ê òî ð è -

ç à ö ³ é  (1 8 ) ³  (1 9 ) â ³ ä ï î â ³ ä í î , òî  ³  ä ë ÿ  í è õ  í å  ³ ñ í óº  â ³ ä ï î â ³ ä í è õ  ¿ õ í ³ õ  ê ë ³ òê î â î -

òð è ê óòí è õ  ô à ê òî ð è ç à ö ³ é  ì à òð è ö ³  T , ï à ð à ë å ë ü í è õ  ä î  ô à ê òî ð è ç à ö ³ é  (1 6 ), (1 7 ) 
â è ç í à ÷ í è ê ³ â  ä ³ à ã î í à ë ü í è õ  ê ë ³ òî ê . 

Ó ì î â è  ³ ñ í óâ à í í ÿ  ∆
i
-ï à ð à ë å ë ü í è õ  ê ë ³ òê î â î -òð è ê óòí è õ  ô à ê òî ð è ç à ö ³ é  

ê ë ³ òê î â î -òð è ê óòí è õ  ì à òð è ö ü  í à ä  ê ³ ë ü ö ÿ ì è  ã î ë î â í è õ  ³ ä å à ë ³ â  òà  ê ë à ñ è  
ê ë ³ òê î â î -òð è ê óòí è õ  ì à òð è ö ü , ÿ ê ³  ì à þ òü  ç  òî ÷ í ³ ñ òþ  ä î  à ñ î ö ³ é î â í î ñ ò³  ë è ø å  

∆
i
-ï à ð à ë å ë ü í ³  ê ë ³ òê î â î -òð è ê óòí ³  ô à ê òî ð è ç à ö ³ ¿  â ñ òà í î â ë å í ³  â  ï ð à ö ³  [ 4 ] . 

Îçíà÷åííÿ 4. Íåõàé êàíîí³÷í³ ä³àãîíàëüí³ ôîðìè T

i
D  ä³àãîíàëüíèõ 

êë³òîê = K, 1, , ,
ii

T i k  êë³òêîâ î-òðèêó òíî¿  ìàòðèö ³ T  â èãëÿ äó  (1 1 ) 

ðîç êëàäåí³ íà ìíîæ íèêè 

 = Φ Ψ =T

i i i
D ϕ ϕ ψ ψK K

1 1
diag( , , ) diag( , , ),

i i
i in i in

 (21 ) 

= K1, , ,i k  äå +ϕ ϕ = −K

, 1
, 1, , 1 .

il i l i
l n  Ê ë³òêîâ î-òðèêó òíó  ôàêòîðèç àö ³þ  

â èãëÿ äó  (1 2) ìàòðèö ³ T  òàêó , ù î = Φii
B

i
D  ³ ìàòðèö ³ 

ii
C  åêâ ³â àëåíòí³ äî 

Ψ
i
, íàç èâ àº ìî ï àðàëåëüíîþ  äî ôàêòîðèç àö ³¿  (21 ) êàíîí³÷íèõ ä³àãîíàëüíèõ 

ôîðì T

i
D  ¿ ¿  ä³àãîíàëüíèõ êë³òîê = K, 1, ,

ii
T i k , àá î êîðîòêî – 

i
D -ï à-

ðàëåëüíîþ  êë³òêîâ î-òðèêó òíîþ  ôàêòîðèç àö ³º þ  ìàòðèö ³ T . 
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Î ä í î ç í à ÷ í ³ ñ ò ü  ï à ð à ë å ë ü í è õ  ê ë ³ ò ê î â î -ò ð è ê ó ò í è õ  ô à ê ò î ð è ç à ö ³ é  

ì à ò ð è ö ü .  

Òåîðåìà 1. Íåõàé ∈ ( , )T M n R  – íåîñ îá ëèâ à â åðõíÿ  êë³òêîâ î-òðèêó ò-

íà ìàòðèö ÿ  â èãëÿ äó  (1 1 ) ³ ¿ ¿  ä³àãîíàëüí³ êë³òêè ðîç êëàäåí³ íà ìíîæ íèêè 
â èãëÿ äó  (1 3 ). Ò îä³ ³ñ íó º  º äèíà ç  òî÷í³ñ òþ  äî àñ îö ³éîâ íîñ ò³ êë³òêîâ î-

òðèêó òíà ôàêòîðèç àö ³ÿ  â èãëÿ äó  (1 2) ìàòðèö ³ T  â ³äï îâ ³äíà äî ôàêòî-

ðèç àö ³¿  (1 3 ) ¿ ¿  ä³àãîíàëüíèõ êë³òîê = K, 1, , ,
ii

T i k  ó  òîìó  ³ ò³ëüêè ó  òîìó  

â èï àäêó , êîëè 

 + + =
,

(det , det ) 1
ss s t s t
B C  äëÿ  â ñ ³õ = − = −K K1, , 1, 1, ,s k t k s .  

Ä î â å ä è ì î  òå î ð å ì ó 1  à í à ë î ã ³ ÷ í î , ÿ ê  ³  òå î ð å ì ó ï ð î  î ä í î ç í à ÷ í ³ ñ òü  â ³ ä ï î -
â ³ ä í è õ  ê ë ³ òê î â î -òð è ê óòí è õ  ô à ê òî ð è ç à ö ³ é  ê ë ³ òê î â î -òð è ê óòí è õ  ì à òð è ö ü  í à ä  
î á ë à ñ òÿ ì è  ã î ë î â í è õ  ³ ä å à ë ³ â  ³ ç  ï ð à ö ³  [ 3 ] .  

Òåîðåìà 2 . Íåõàé ∈ ( , )T M n R  – íåîñ îá ëèâ à â åðõíÿ  êë³òêîâ î-òðèêó ò-

íà ìàòðèö ÿ  â èãëÿ äó  (1 1 ) ³ êàíîí³÷í³ ä³àãîíàëüí³ ôîðìè T

i
D  ¿ ¿  ä³àãîíàëüíèõ 

êë³òîê = K, 1, , ,
ii

T i k  ðîç êëàäåí³ íà ìíîæ íèêè â èãëÿ äó  (21 ). Ò îä³ ³ñ íó º  

º äèíà ç  òî÷í³ñ òþ  äî àñ îö ³éîâ íîñ ò³ 
i

D -ï àðàëåëüíà êë³òêîâ î-òðèêó òíà 

ôàêòîðèç àö ³ÿ  ìàòðèö ³ T  ó  òîìó  ³ ò³ëüêè ó  òîìó  â èï àäêó , êîëè  

à)  +Φ Ψ =(det , det ) 1
s s t

 äëÿ  â ñ ³õ = − = −K K1, , 1, 1, ,s k t k s , 

á )  Ψ = K, 1, , ,
i

i k  º  d -ìàòðèö ÿ ìè. 

Ä î â åäåíí ÿ .  Ä îñ òàòí³ñ òü. Í å õ à é  ô à ê òî ð è ç à ö ³ ¿  (1 3 ) ä ³ à ã î í à ë ü í è õ  

ê ë ³ òî ê  
ii

T  ì à òð è ö ³  T  ï à ð à ë å ë ü í ³  ä î  ô à ê òî ð è ç à ö ³ é  (21 ) ê à í î í ³ ÷ í è õ  ä ³ à ã î -

í à ë ü í è õ  ô î ð ì  T

i
D  ê ë ³ òî ê  

ii
T , = K1, ,i k . Ò î ä ³ , â ð à õ î â óþ ÷ è  óì î â ó à) ³  

òå î ð å ì ó 1 , ì à º ì î , ù î  ³ ñ í óº  º ä è í à  ç  òî ÷ í ³ ñ òþ  ä î  à ñ î ö ³ é î â í î ñ ò³  ô à ê òî ð è ç à ö ³ ÿ  

(1 2) ì à òð è ö ³  T , â ³ ä ï î â ³ ä í à  ä î  ô à ê òî ð è ç à ö ³ ¿  (1 3 ) ä ³ à ã î í à ë ü í è õ  ê ë ³ òî ê  
ii

T , 

= K1, ,i k . 

Í å õ à é   

 = =%% K, 1, ,
ii ii ii

T B C i k , (22) 

³ í ø ³  ô à ê òî ð è ç à ö ³ ¿  ê ë ³ òî ê  
ii

T , ï à ð à ë å ë ü í ³  â ³ ä ï î â ³ ä í î  ä î  ô à ê òî ð è ç à ö ³ é  (21 ) 

ê à í î í ³ ÷ í è õ  ä ³ à ã î í à ë ü í è õ  ô î ð ì  T

i
D  ê ë ³ òî ê  

ii
T , = K1, ,i k . Ò î ä ³  à í à ë î ã ³ ÷ í î , 

ÿ ê  ó ï î ï å ð å ä í ü î ì ó â è ï à ä ê ó, ³ ñ í óº  º ä è í à  ç  òî ÷ í ³ ñ òþ  ä î  à ñ î ö ³ é î â í î ñ ò³  ô à ê òî -
ð è ç à ö ³ ÿ  

 = =

% % %% % % KK

% %% %K K%%

K K K K K K K K

% %K K

11 12 111 12 1

22 2 22 2
0 0

0 0 0 0

kk

k k

kk kk

C C CB B B

B B C C
T BC

B C

 (23 ) 

ì à òð è ö ³  T , â ³ ä ï î â ³ ä í à  ä î  ô à ê òî ð è ç à ö ³ ¿  (22) ä ³ à ã î í à ë ü í è õ  ê ë ³ òî ê  
ii

T , 

= K1, ,i k . Ç à  â è ê î í à í í ÿ  óì î â è  á ) í à  î ñ í î â ³  ð å ç óë ü òà ò³ â  ï ð à ö ü  [ 24 , 25 , 20 ]  

ô à ê òî ð è ç à ö ³ ¿  (1 3 ) ³  (22) ê ë ³ òî ê  
ii

T , = K1, ,i k , à ñ î ö ³ é î â à í ³ . Ò å ï å ð  í å â à æ ê î  

ï î ê à ç à òè , ù î  ô à ê òî ð è ç à ö ³ ¿  (1 2) ³  (23 ) ì à òð è ö ³  T , ÿ ê ³  ï à ð à ë å ë ü í ³  ä î  ô à ê -

òî ð è ç à ö ³ é  (21 ) ê à í î í ³ ÷ í è õ  ä ³ à ã î í à ë ü í è õ  ô î ð ì  
T

i
D  ê ë ³ òî ê  

ii
T , = K1, ,i k , º  

à ñ î ö ³ é î â à í ³ . 

 Íåîá õ³äí³ñ òü. Í å õ à é  ì à òð è ö ÿ  T  ì à º  º ä è í ó ç  òî ÷ í ³ ñ òþ  ä î  à ñ î ö ³ é î â í î ñ ò³  
ê ë ³ òê î â î -òð è ê óòí ó ô à ê òî ð è ç à ö ³ þ  (1 2), ï à ð à ë å ë ü í ó ä î  ô à ê òî ð è ç à ö ³ ¿  (21 ) 

ê à í î í ³ ÷ í è õ  ä ³ à ã î í à ë ü í è õ  ô î ð ì  T

i
D  ¿ ¿  ä ³ à ã î í à ë ü í è õ  ê ë ³ òî ê  = K, 1, ,

ii
T i k , à  
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î òæ å , ç à  òå î ð å ì î þ  1  â è ê î í óº òü ñ ÿ  óì î â à  à ). Î ñ ê ³ ë ü ê è  ä ³ à ã î í à ë ü í ³  ê ë ³ òê è  

= K, , 1, ,
ii ii

B C i k , ó ô à ê ò î ð èç à ö³ ¿  ( 1 2 ) ì à ò ð èö³  T  í å î ñ î á ë èâ ³ , ò î  ³ ç  º ä è-

í î ñ ò ³ , ç  ò î ÷ í ³ ñ ò þ ä î  à ñ î ö³ é î â í î ñ ò ³ , ô à ê ò î ð èç à ö³ ¿  ( 1 2 ) ì à ò ð èö³  T  â èïë èâ à º  

º ä èí ³ ñ ò ü  â ³ ä ïî â ³ ä í èõ  ô à ê ò î ð èç à ö³ é  ( 1 3 ) ê ë ³ ò î ê   = K, 1, ,
ii

T i k . Ò î ì ó í à  

î ñ í î â ³  ð å ç óë ü ò à ò ³ â  ïð à öü  [ 2 4 , 2 5 , 2 0 ]  â èê î í óº ò ü ñ ÿ  óì î â à  á ) ò å î ð å ì è.  

Ò å î ð å ì ó ä î â å ä å í î .◊ 
Òåîðåìà 3. Í å õ àé  ∈ ( , )T M n R  – í å î ñ î á ë è â à â å ð õ í ÿ  ê ë ³ò ê î â î -ò ð è ê ó ò -

í à ì àò ð è ö ÿ  â è ã ë ÿ ä ó  ( 1 1 ) ³ â è ç í à÷ í è ê è  ∆
i
 ¿ ¿  ä ³àã î í àë ü í è õ  ê ë ³ò î ê  

= K, 1, ,
ii

T i k  ð î ç ê ë àä å í ³ í à ì í î æ í è ê è  â è ã ë ÿ ä ó  ( 1 5 ). Ò î ä ³ ³ñ í ó º  º ä è í à ç  

ò î ÷ í ³ñ ò þ  ä î  àñ î ö ³é î â í î ñ ò ³ ∆
i
-ï àð àë å ë ü í à ê ë ³ò ê î â î -ò ð è ê ó ò í à ô àê ò î ð è -

ç àö ³ÿ  ì àò ð è ö ³ T  ó  ò î ì ó  ³ ò ³ë ü ê è  ó  ò î ì ó  â è ï àä ê ó , ê î ë è  â è ê î í ó þ ò ü ñ ÿ  
ó ì î â è  

à) +ϕ ψ =( , ) 1
s s t
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äèàã îíàëüíûõ ô îðì  
T

i
D  èõ äèàã îíàëüíûõ ê ëåò îê  

ii
T . Óê àçàíû ê ðèò åðèè îäíî-

çíà÷íîñò è ñ ò î÷íîñò üþ  äî àññîö èèðîâ àíîñò è ò àê èõ ô àê ò îðèçàö èé  ì àò ðèö  íàä 
àäåê â àò íûì è ê îëüö àì è. 
 
 
P A R A L L E L  F A C T O R I Z A T I O N S  O F  M A T R I C E S  O V E R  R I N G S  A N D  T H E I R  C O N N E C T I O N S  
 
T h e  sh o r t  r e v ie w  o f  t h e  r e su l t s o b t a in e d  b y P . S. K a z im ir s’ky a n d  h is d iscip l e s o n  

f a ct o r iz a t io n s o f  m a t r ice s A  o v e r  d if f e r e n t  r in g s, w h ich  a r e  p a r a l l e l  t o  f a ct o r iz a t io n s 

∆ = ϕψ  o f  t h e ir  d e t e r m in a n t s = ∆det A  (∆ -p a r a l l e l  f a ct o r iz a t io n s)  a n d  p a r a l l e l  t o  

f a ct o r iz a t io n s = Φ ΨA
D  o f  t h e ir  ca n o n ica l  d ia g o n a l  f o r m s 

A
D  (D -p a r a l l e l  f a ct o -

r iz a t io n s)  is e st a b l ish e d . T h e  co n ce p t io n s o f  ∆
i
-p a r a l l e l  a n d  

i
D -p a r a l l e l  b l o ck-

t r ia n g u l a r  f a ct o r iz a t io n s o f  b l o ck-t r ia n g u l a r  m a t r ice s T  a r e  in t r o d u ce d , n a m e l y t h e  

f a ct o r iz a t io n s o f  m a t r ice s T , w h ich  a r e  p a r a l l e l  r e sp e ct iv e l y t o  f a ct o r iz a t io n s 

∆ = ϕ ψ
i i i

 a n d  = Φ ΨT

i i i
D  o f  d e t e r m in a n t s ∆

i
 a n d  ca n o n ica l  d ia g o n a l  f o r m s 

T

i
D  o f  

t h e ir  d ia g o n a l  b l o cks 
ii

T . T h e  cr it e r io n s o f  u n iq u e n e ss u p  t o  t h e  a sso cia t io n  o f  su ch  

f a ct o r iz a t io n s o f  t h e  m a t r ice s o v e r  a d e q u a t e  r in g s a r e  e st a b l ish e d . 
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