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ТЕРМОНАПРУЖЕНИЙ СТАН ПЛАСТИНИ З ТОНКИМ ДВОСТОРОННІМ 
БАГАТОШАРОВИМ ПОКРИВОМ ЗА УМОВ НЕСТАЦІОНАРНОГО 
ТЕПЛООБМІНУ  
 

На основі отриманого аналітичного розв’язку одновимірної задачі термо-
пружності для пластини з двостороннім тонким багатошаровим покривом 
за конвективного теплообміну з зовнішнім середовищем зі змінною темпера-
турою досліджено термонапружений стан системи.  

 

Вступ. Для зміцнення конструкційних елементів і захисту від агресив-
ного впливу середовища (корозивного, абразивного, теплового, механічного 
тощо) на їх поверхню наносять спеціальні покриви з відмінними від основ-
ного матеріалу фізико-механічними характеристиками. Під час експлуа-
тації у таких елементах виникає нерівномірний розподіл температури і 
з’являються напруження та деформації, які можуть спричинити відшару-
вання покриву та руйнування елементів конструкцій. Суттєвим є те, що 
такі покриви можуть бути багатошаровими (що пов’язано з умовами їх 
виготовлення або функціональними вимогами), експлуатувати такі системи 
можна за нестаціонарного теплового навантаження [3, 7, 17–19]. Однак 
дослідження термонапруженого стану пластинчатих елементів конструкцій 
з урахуванням нестаціонарності зовнішньої теплової дії в основному 
обмежуються однорідними тілами [10, 11, 15, 17–19]. Лише в деяких працях 
проаналізовано окремі випадки неоднорідності: зокрема, розглянуто [10] 
задачі для пластин з підкріпленим краєм і спряжених у стик, розв’язано 
[12] задачу для двоскладової смуги-пластини та враховано [5] неоднорід-
ність тільки коефіцієнта лінійного температурного розширення. Досліджен-
ня термонапруженого стану пластин з покривами здебільш обмежуються  
незмінноюї за часом температуроюи довкілля [1, 2, 4, 8, 12, 14, 16, 18, 22, 
26, 27]. Лише в праці [6] для загальнішого випадку багатошарових пластин 
з урахуванням часової залежності температури зовнішнього середовища 
розроблено аналітико-числову наближену процедуру розрахунку темпера-
турних напружень.  

Нижче на основі отриманого раніше [21] розв’язку задачі теплопровід-
ності для системи пластина–двосторонній багатошаровий покрив за нестаціо-
нарного конвективного теплообміну з довкіллям знайдено розв’язок відпо-
відної задачі термопружності та досліджено термонапружений стан пластини 
з ідентичними тришаровими покривами для експоненціального закону зміни 
температури зовнішнього середовища. 

Формулювання задачі теплопровідності. Розглянемо одновимірну кра-

йову задачу теплопровідності для пластини товщиною h  з двостороннім 

багатошаровим покривом (рис. 1) за умов нестаціонарного конвективного 
теплообміну. 

Рівняння теплопровідності та початкові умови мають вигляд  
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Приймаємо, що на межі покрив–середовище відбувається теплообмін 
згідно з законом Ньютона 
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а на поверхнях поділу шарів покриву і покриву з тілом виконуються умови 
ідеального теплового контакту: 
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ємності; (1) , (2)  – коефіцієнти тепловіддачі з поверхонь покриву; ( )kn  – 

кількість шарів k-го покриву. Індекси i, T стосуються i-го шару k-го 

покриву та тіла, індекс 1k   – покриву, нанесеного на поверхню 0x  , а 

2k   – покриву, нанесеного на поверхню x h  пластини. 

 

Рис. 1. 

Розв’язок задачі теплопровідності. Для її розв’язування використано 
підхід, який ґрунтується на моделюванні впливу покривів на теплоперенос 
у системі узагальненими граничними умовами [13, 20, 24]. Тоді температуру 
в тілі визначають як розв’язок рівняння (1) для пластини за початкової 
умови (3) та узагальнених граничних умов, які тут матимуть вигляд [23–25] 
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відновлення [23–25]. Розв’язок сформульованої задачі для довільних функ-

цій часу ( 1)( )Ct  , ( 2)( )Ct   отримано раніше [21]. 

Розв’язок задачі термопружності. За вільних від зовнішнього наванта-
ження поверхонь покриву зі зміною температури за товщиною напруження 
в системі описують співвідношення [9, 6]  
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де /x h   – безрозмірна координата; ( ) ( ) /k k
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Невідомі 1A , 2A  визначають з умов рівноваги поперечного перерізу 

пластини з покривом: 
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Після підставляння (10) в умови рівноваги (11) одержимо такі вирази 
для невідомих величин: 
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Симетричний нагрів пластини з ідентичними покривами за експо-

ненціальним законом. Тоді ( 1) ( 2) ( )(Fo) (Fo) (Fo)C C Ct t t  , (1) (2)n n n  , 
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ку залежності від часу функції температури середовища 
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аналітичний розв’язок задачі теплопровідності має вигляд [21]  
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Pd / Fod d   – критерій Предводителєва; ( )mCt  – макси-

мальна температура середовища,  S   – функція Хевісайда (   1,S    
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0   і   0S   , 0  ). 

Враховуючи симетричність задачі ( ( ,Fo) (1 ,Fo)      ), запишемо для 

цього випадку ненульові напруження у вигляді 

 

(T)

(T)
1

(T)

1

(Fo) 2 (Fo)
( )

( ,Fo) ( ,Fo)

1 2

n
j

j j

j

n
j

j

j
h





 
    

          
  
  
  





, (18) 

де 
(T) (T) ( )m

0

(T)

( )
( ,Fo) ( ,Fo)

1

CE t t 
    

 
 – безрозмірні напруження, 

 
(T)

(T)

( )

1 ( ) 1

E E
  

    
,  

 
 1

1 2(T) PdFo

10

(Fo, ) ( ) sin ( )(1 cos )
(Fo) ,Fo 1

j j j j j

jj

B Y Y
d e






      
       

 , 

(2)

(2)
1

PdFo (2)
1 1 2

1

(Fo) ( ,Fo) 1 (Fo, ) ( ) ( )
2

i

i

i i
i j j i j j

j

d e B Y r Y
h h



 





    
                

    
 . 

В усталеному режимі, коли пластина з ідентичними покривами рівномірно 

прогрівається до температури середовища ( )mCt , формула (18) матиме 
вигляд  

(T)

(T)
1(T)

1

2

1 2

n
j j

j

j

n
j

j

j

h

h





   



 


 





,  (19.1) 

(T) (T)
1( )

1

1 2

1 2

n
i j ji

j

jk
ii n

j
j

j

h

h





   
  
 

  


 




,    {1,2};  {1, , }k i n  .  (19.2) 

Тоді для покриву з малою жорсткістю порівняно з жорсткістю тіла 
(зокрема, для тонких покривів з модулями Юнга, що не перевищують сут-
тєво модуль Юнга підкладки) зі співвідношення (19.1) отримуємо набли-
жену формулу для усталених напружень у тілі: 

(T)
(T)

(T)
1

2
n

j j
j

j
h



   
  


 . (20.1) 

Окрім того, для усталених напружень в i-му шарі покриву з малою 
жорсткістю, коли КЛТР інших шарів несуттєво перевищує КЛТР пластини, 
з (19.2) слідує наближена формула  

( )

(T)
1k i

ii

 
    

 
,    {1,2};  {1, , }k i n   .  (20.2) 

Числові результати та їх аналіз. Таким чином, формули (17), (18) 
дають розв’язок нестаціонарної задачі теплопровідності та термопружності 
для пластини з ідентичними багатошаровими покривами за симетричного 
нагріву згідно з експоненціальним законом у часі (16). На основі цього роз-
в’язку досліджено термонапружений стан системи тіло–двосторонній три-
шаровий покрив. 
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Рис. 2 ілюструє зміну з часом безрозмірного напруження (T)( ,Fo)   в 

підкладці на поверхні поділу з покривом ( 0  ), на поверхні 0.25   та 

серединній поверхні ( 0.5  ), коли 1) всі КЛТР шарів покриву рівні КЛТР 

підкладки (суцільні криві); 2) всі КЛТР шарів покриву більші, ніж підклад-
ки (штрихові криві) та 3) всі КЛТР шарів покриву менші, ніж підкладки 
(пунктирні криві). 

 

Рис. 2.                                               Рис. 3. 

Розрахунки виконано при Bi 10 , Pd 10 , 0  , 0   та 1 2 3     ; 

(T)
1   , (T)

1 2   , (T)
1 0.5    за таких геометричних і механічних співвід-

ношень між параметрами шарів покриву та тіла:  

1 2 3: : 3 : 1 : 1    ,  0.01h / ,  (21) 

1 2 3

1 2 3

: : 5 : 2 : 8
1 1 1

E E E


     
, (22) 

(T)
1

(T)
1

: 1
1 1

E E


   
. (23) 

Як бачимо, знак усталених напружень визначає різниця КЛТР під-
кладки і шарів покриву у всіх розглянутих точках пластини, хоча під час 
самого нагрівання в різних точках підкладки знак напружень може бути 
відмінним. З іншого боку, за будь-яких співвідношень КЛТР у початковий 
період нагрівання на межі пластина–покрив розвиваються стискальні на-
пруження, а на серединній поверхні пластини – розтягальні, найбільші з 

яких досягаються, якщо (T)
i   . Оскільки розтягальні напруження в під-

кладці найнебезпечніші, то досліджуємо їх зміну з часом залежно від 

теплофізичних параметрів – ефективних термоопору   і теплоємності   

(рис. 3), критеріїв Біо Bi  і Предводителєва Pd  (рис. 4) та величини 
(T)

1
(T)

11 1

E E
   

 (рис. 5) саме на серединній поверхні пластини ( 0.5  ), 

якщо (T)
i   . 

Під час розрахунків для рис. 3–5 приймали (T)2 ,    1,2,3i i     і умо-

ви (21), (22); окрім, для рис. 3 і 5 – Bi 10 , Pd 10 , для рис. 3 і 4 – ще 

умова (23), а для рис. 4 і 5 – такі співвідношення теплофізичних параметрів 
шарів покриву та підкладки:  

(Т)
1 2 3: : : 3 : 10 : 2 : 30     , (Т)

1 2 3: : : 3:6:1:3     .  (24) 

Рис. 3–5 ілюструють вплив теплофізичних і механічних характеристик 
покриву та умов теплообміну зі середовищем на характер зміни макси-
мальних розтягальних напружень на серединній поверхні пластини.  
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Рис. 4.                                               Рис. 5. 

За термоізолювальних властивостей покриву розтягувальні напружен-

ня зменшуються (крива 0  , 0   на рис. 3 – термоопір та теплоємність 

покриву відсутні). Зі збільшенням інтенсивності теплообміну із зовнішнім 
середовищем (що відповідає росту критерію Біо ) та швидкості підвищення 
температури середовища (що відповідає зростанню критерію Предводи-
телєва) збільшується максимальне значення розтягальних напружень на 
серединній поверхні пластини (рис. 4), причому, як і очікували, найбільше 

значення досягається за відповідних максимальних значень Bi  та Pd . 

Якщо рівень усталених напружень в пластині (рис. 5 при Fo 1 ) пропор-

ційний величині  ( )

1
i T

i
i

E
  

 
, що відповідає в даному випадку формулі 

(20.1), то у перехідному інтервалі часу, коли досягаються максимальні 

розтягальні напруження (рис. 5 при Fo 0.15 ), вплив модуля Юнга покриву 

значно менший. 

 

Рис. 6.                                               Рис. 7. 

Досліджено розподіл напружень за товщиною у системі пластина–

тришаровий покрив для деяких моментів часу при Bi 10 , Pd 10  (рис. 6), 

різних значень Bi  при Fo 0.02 , Pd 10  (рис. 7), різних значень Pd  при 

Fo 0.02 , Bi 10  (рис. 8), різних значень 
(T)

1
1 (T)

11 1

E E
 

   
 при Fo 0.02 , 

Bi 10 , Pd 10  (рис. 9) за співвідношень (21)–(24) для рис. 6–8, співвідно-

шень (21), (22), (24) для рис. 9 при (T)
1 2 3: : : 4 : 2 : 1 : 2     .  

Рис. 6–9 описують вплив термомеханічних характеристик покриву та 
умов теплообміну зі середовищем на характер зміни напружень у шарах 
покриву і пластині.  
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Рис. 8.                                               Рис. 9. 

Напруження в покриві мають розривний характер, зростаючи з часом за 
абсолютним значенням у шарах покриву, КЛТР яких відмінний від КЛТР 
підкладки. Знак усталених напружень у шарі покриву (штрихпунктирні 

криві при Fo 10  на рис. 6) визначає різниця КЛТР цього шару і підкладки, 

а їх рівень пропорційний величині  ( )

1
i T

i
i

E
  

 
, що узгоджується з фор-

мулою (20.2). Для тонких ( 0.01h / ) покривів з малою жорсткістю проти 

жорсткості тіла, усталені напруження в покриві суттєво більші за абсолют-
ним значенням, ніж у пластині в тих шарах, КЛТР яких відмінні від КЛТР 
тіла, що відповідає формулам (20). На початковому етапі нагрівання знак 
температурних напружень також залежить від інтенсивності теплообміну із 
зовнішнім середовищем (рис. 7), швидкості підвищення температури середо-
вища (рис. 8), відносної жорсткості покриву (рис. 9). Хоча, якщо першому та 
другому шарах покриву напруження є недодатними для всіх розглядуваних 

значень Bi , Pd  та 1 , то у третьому зовнішньому шарі для менших значень 

Bi  та Pd  і більших значень 1  є розтягальні (суцільні криві для 

0.01 0.008      на рис. 7–9). Зростання інтенсивності теплообміну із зов-

нішнім середовищем (що відповідає збільшенню критерію Біо ) та швидкості 
підвищення температури середовища (що відповідає збільшенню критерію 
Предводителєва) призводить до суттєвого зростання значень і перепаду 
стискальних напружень у шарах покриву та значень і перепаду напружень 
у пластині (штрихові та пунктирні криві на рис. 7, 8).  

Висновки. У результаті дослідження аналітичного розв’язку нестаціо-
нарної задачі термопружності для пластини з двостороннім тонким багато-
шаровим покривом, отриманого із застосуванням узагальнених граничних 
умов теплообміну, проаналізовано вплив геометричних і термомеханічних 
характеристик покриву та умов теплообміну із зовнішнім середовищем на 
термопружний стан системи тіло–багатошаровий покрив за симетричного 
нагріву пластини з ідентичними тришаровими покривами для експоненці-
ального закону зміни температури зовнішнього середовища. Виявлено, що 
напружений стан пластини визначають ефективні теплофізичні характе-
ристики покриву – зведені термоопір і теплоємність та інтенсивність тепло-
віддачі з поверхні покриву, швидкість підвищення температури зовніш-
нього середовища, а також термомеханічні параметри – модуль Юнга, кое-
фіцієнт Пуассона і коефіцієнт лінійного температурного розширення тіла. 
Одержані формули враховують перепад температури за товщиною покри-
ву, що дає можливість точніше розраховувати термонапруження, які є 
однією з можливих причин утворення тріщин у захисних шарах покриву, 
за різних режимів нагрівання за довільної функції температури довкілля. 

Роботу виконано за часткової фінансової підтримки спільного гранту НАН 
України та Фонду фундаментальних досліджень (номер держреєстрації 
проекту 0114U005082).  
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ТЕРМОНАПРЯЖЕННОЕ СОСТОЯНИЕ ПЛАСТИНЫ С ТОНКИМ ДВУСТОРОННИМ 
МНОГОСЛОЙНЫМ ПОКРЫТИЕМ В УСЛОВИЯХ НЕСТАЦИОНАРНОГО ТЕПЛООБМЕНА 
 

На основе полученного аналитического решения одномерной задачи термо-
упругости для пластины с двусторонним тонким многослойным покрытием при 
конвективном теплообмене с внешней средой при переменной температуре иссле-
довано термоупругое состояние системы.  
 

THERMOSTRESSED STATE OF PLATE WITH THIN DOUBLE-SIDED MULTILAYER COATING 
UNDER CONDITIONS OF NONSTATIONARY TRANSFER 

 
Based on the obtained analytical solution of a one-dimensional thermoelastic problem 
for a plate with a double-sided thin multilayer coating under convective heat exchange 
with ambient media at variable temperature, the thermoelastic state of the system has 
been investigated. 
 

Ін-т прикл. проблем механіки і математики Одержано 
ім. Я. С. Підстригача НАН України, Львів           30.05.16 

 


