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КІЛЬКІСТЬ ЧАСТКОВО ВПОРЯДКОВАНИХ МНОЖИН,  
(MIN, МАХ)-ЕКВІВАЛЕНТНИХ 1-НАДСУПЕРКРИТИЧНІЙ  
ЧАСТКОВО ВПОРЯДКОВАНІЙ МНОЖИНІ (1, 3, 5) 
 

Описано кількість частково впорядкованих множин,  (min, max)-еквiвалент-
них 1-надсуперкритичній примітивній частково впорядкованій множині з 
одиничною групою автоморфізмів (1, 3, 5). 

 
Відомо,  що  частково  впорядкована (скорочено  ч.  в.) множина має 

скінченний зображувальний тип тоді і тільки тоді, коли не містить 
підмножин вигляду (1,1,1,1), (2, 2, 2), (1, 3, 3), (1, 2, 5) і (И, 4) [5];  такі множини 
називають критичними ч.  в.  Доведено  [1], що  ч.  в.  множина є P-
критичною (критичною відносно  додатності квадратичної форми Тітса) тоді 
і лише тоді, коли (min, mах)-еквівалентна деякій критичній множині;  (min, 
mах)-еквівалентність ввів В.  М.  Бондаренко  [8]) і використав [1] для 
повного  опису всіх P-критичних множин. 

Аналогічна ситуація для ручних ч.  в.  множин.  Така ч.  в.  множина 
має ручний зображувальний тип тоді і лише тоді, коли не містить підмно-
жин вигляду (1, 1, 1, 1, 1), (1, 1, 1, 2), (2, 2, 3), (1, 3, 4), (1, 2, 6) і (И, 5) [6];  такі 
множини називають суперкритичними ч.  в.  Доведено  [4],  що  ч.  в.  множи-
на є NP-критичною (критичною відносно  невід’ємності квадратичної форми 
Тітса) тоді і лише тоді, коли (min, mах)-еквівалентна деякій суперкритичій 
множині;  цей факт використали [3] для повного  опису всіх NP-критичних 
множин. 

У праці [4] введено  поняття 1-надсуперкритичних ч.  в.  множин, які 
“відрізняються” від суперкритичних так само,  як суперкритичні –  від кри-
тичних.  Це такі ч.  в.  множини: 

1) (1, 1, 1, 1, 1, 1),   2) (1, 1, 1, 1, 2),   3) (1, 1,  2, 2),   4) (1, 1, 1, 3), 
5) (2, 3, 3),    6) (2, 2, 4),   7) (1, 4, 4),  8) (1, 3, 5), 
9) (1, 2, 7),   10) (6, И). 

Обчислено  [7] кількість всіх ч.  в.  множин, (min, mах)-еквівалентних  
1-надсуперкритичній ч.  в.  множині з одиничною групою автоморфізмів (1, 2, 
7).  Нижче розв’язана подібна задача для другої такої ч.  в.  множини, зокрема 
для множини (1, 3, 5).  При цьому використано  основні класифікаційні теоре-

ми із праць [4, 9]. 

Основні поняття.  Усі ч.  в.  множини вважаємо  скінченними.  Ч.  в.  
множина (l1, l2,..., ln) –  це згідно  з означенням неперетинне об’єднання лан-

цюгів довжиною l1, l2,..., ln.  Такі ч.  в.  множини називають примітивними. 
Нагадаємо  деякі означення, пов’язані з (min, mах)-еквівалентністю ч.  в.  

множин,  введені раніше [8]. 
Нехай S –  ч.  в.  множина і а –  її мінімальний елемент.  Поставимо у 

відповідність елементу а ч.  в.  множину аS  як об’єднання підмножин { а } і 

S \ а  з найменшим частковим порядком, який містить заданий на S \ а  

порядок і а b  в аS , якщо а  і b  непорівняльні в S (елемент а  стає вже 

максимальним). Дуально вводимо ч. в. множину аS  для максимального еле-

мента а S . Надалі пишемо xyS  замість  x
y

S


 , xyS  –  замість  x
y

S


  і т. д. 

Ч.  в.  множину T називають (min, mах)-еквівалентною ч.  в.  множині 
S,  якщо 
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де  ,і     (не вимагається,  щоб елементи х1, х2, …, хр були різними). 

Поняття (min, mах)-еквівалентності природно  продовжується до  по-

няття (mіn, mах)-ізоморфізму: ч.  в.  множини S і S –  (min, mах)-ізоморфні, 

якщо  існує ч.  в.  множина T,  яка (min, mах)-еквівалентна S і ізоморфна S. 

Основний результат. 
Основним результатом цієї статті є така теорема (ч.  в.  множини роз-

глядаємо  з точністю до  ізоморфізму). 

Теорема.  Кількість ч.  в.  множин, (min, mах)-еквівалентних S = (1, 3, 5), 
дорівнює 60. 

Зауважимо, що  в умові теореми (min, mах)-еквівалентність можна замі-
нити (min, mах)-ізоморфізмом. 

Min-еквівалентність.  Якщо  в означенні (min, mах)-еквівалентності всі 

стрілки і напрямлені вгору, ч.  в.  множину T називають min-еквівалентною 
ч.  в.  множині S (обидва відношення еквівалентності рівнозначні).  Нагадає-
мо  ще деякі означення та твердження із праці [1]. 

Послідовність  1 2, , ..., px x x  , 0 p   , довжини  d p   елементів 

ix S  називають min-допустимою, якщо вираз 
1 2

...
... рx х хТ S   має сенс. У 

цьому випадку також пишуть Т S
 . Множину всіх таких послідовностей 

позначають P(S). Покладемо   { | iS
x S x x     для деякого і}. Кратність 

входження a S  в   позначають через  m a . Множину всіх таких послі-

довностей  P S , що  m a <k для довільного x S , позначають через 

 kP S . Зокрема,  1P S  – це множина всіх min-допустимих послідовностей 

без повторень. 
Доведено [1], що будь-яка ч. в. множина T, яка (min, mах)-еквівалентна 

ч. в. множині S, має вигляд S
 , де  2P S . Детальніше T має вигляд або 

S
 , або  S






, де  1, P S  . 

Доведення теореми.  Ч.  в.  множини вигляду S


 для S = (1, 3, 5) опи-

сані в праці [4].  Це (з точністю до  дуальності) ч.  в.  множини, вказані в та-
кій таблиці: 

 
А – 1     А – 2    А – 3    А – 4    А – 5    А – 6    

 

   

 

  

 

 

А – 7  А – 8   А – 9  А – 10 А – 11   А – 12   
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А – 13     А – 14    А – 15    А – 16    А – 17    А – 18   

 

 

 

 

 

 

 

  

 

 

А – 19     А – 20    А – 21    А – 22    А – 23    А – 24   

 

 

 

 

  

 

 

 

 

  

Якщо  ці ч.  в.  множини рахувати не з точністю до  дуальності, то  легко  
бачити, що  їх кількість дорівнює 47;  про  це говориться і в теоремі 2 [4]. 

Із основного  результату праці [9] випливає, що  якщо  ч.  в.  множина T 
(min, mах)-еквівалентна примітивній ч.  в.  множині S, але її не можна пода-

ти як S
 , де  1P S , то T отримуємо із деякої ч. в. множини, де 

 1P S , перерозподілом вузлових точок його зв’язних компонент (точку 

називають вузловою, якщо вона порівняльна з усіма іншими точками). Точ-
ніше будь-яку зв’язну компоненту P = P0 U P1, де P0 – множина вузлових 

точок P, можна замінити компонентою такого ж вигляду 0 1P P P   , де 

1 1P P   (як ч. в. множини) та 0 0P P  . Оскільки вузлові точки ланцюгів не 

дають нових ч.  в.  множин з компонентами, що  містять лише одну вузлову 
точку, то  потрібно  розглянути лише ч.  в.  множини A –  7, A –  9, A –  13, A 
–  16, A –  17, A –  24 (див.  таблицю).  Отже, в цих випадках кількість нових 
ч.  в.  множин буде відповідно  1, 1, 2, 2, 4, 3.  Таким чином, кількість нових ч.  
в.  множин дорівнює 13 і, беручи до  уваги 47 ч.  в.  множин, що  подані в таб-
лиці (з урахуванням дуальних множин), маємо  загальну кількість 60. 

Теорема доведена.  ◊ 
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КОЛИЧЕСТВО ЧАСТИЧНО УПОРЯДОЧЕННЫХ МНОЖЕСТВ, (MIN, MAX)-ЭКВИВАЛЕНТНЫХ  
1-НАДСУПЕРКРИТИЧЕСКОМУ ЧАСТИЧНО УПОРЯДОЧЕННОМУ МНОЖЕСТВУ (1, 3, 5) 

 
Описано количество частично упорядоченных множеств, (mіп, тах)-эквивалент-
ных 1-надсуперкритическому примитивному частично упорядоченному мно-

жеству с единичной группой автоморфизмов (1, 3, 5). 
 
 
THE NUMBER OF PARTIALLY ORDERED SETS (MIN, MAX)-EQUIVALENT TO THE  
1-OVERSUPERCRITICAL PARTIALLY ORDERED SET (1, 3, 5) 
 

We describe the number of partially ordered sets which are (min, max)-equivalent to the 
oversupercritical primitive partially ordered set with the identity group of auto-

morphisms (1, 3, 5).  
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