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О. М. Голубчак  
 

ОПЕРАТОРИ СИМЕТРИЧНОГО ЗСУВУ В ГІЛЬБЕРТОВОМУ ПРОСТОРІ 
СИМЕТРИЧНИХ АНАЛІТИЧНИХ ФУНКЦІЙ 
 

Досліджено оператори симетричного зсуву та диференціювання в гільбер-

товому просторі 1( )sH  симетричних аналітичних функцій на 1 .  Також 

побудовано оператори народження і знищення в 1( )sH  і описано деякі їх 

властивості. 
 

Означення і попередні відомості. Нехай X  – лінійний нормований 

простір над полем K  з безумовним базисом { }.ke  Функцію :f X K  

називають симетричною, якщо 
 

  ( )=1 =1
( ) = ( )k k k kk k

f x e f x e  для довільної 

підстановки   на деякій скінченній підмножині натуральних чисел N . 

Функцію :F X K  називають поліномом степеня n , якщо 

  0 1= ... nF F F F  і для кожного  1 k n , ( ) = ( , , ..., )k kF x B x x x , де kB  є k -

лінійною формою:    : ...kB X X X K . При цьому 0 = constF  і  0nF . 

Розглянемо простір 1  абсолютно сумовних послідовностей над полем 

комплексних чисел C : 


1 1 2 =1
= {( , , ..., , ...) | | |< }n kk

x x x x . 

Простір симетричних поліномів на 1  позначимо 1( )sP . Алгебри симе-

тричних поліномів та аналітичних функцій досліджували багато авторів 
(див. [3–5]). Відомо [5], що поліноми 




=1

( ) = k
k i

i

P x x  

утворюють алгебричний базис у 1( )sP , а поліноми вигляду 

     
1 2

= ...
m

P P P P  у ньому формують лінійний базис, де 
 

  =1
( ) = k

iik
P x x , 

   1 2= ( , , ..., )m  – деяке розбиття натурального числа n , тобто 

     1 2 ... =m n . Якщо ввести на 1( )sP  скалярний добуток 

     , = ,P P b  де   – символ Кронекера,  = > 0,b b  то цей добуток 

породжує норму 

    = , = .P P P b
 

Поповнення простору 1( )sP  відносно цієї норми для випадку  =1b  

позначатимемо 1= ( ).s sH H  

У праці [1] вивчали гільбертові простори, породжені симетричними 

поліномами на 1 , і встановили умови, за яких елементи цих просторів бу-

дуть аналітичними функціями у деякій області  1Ω . Зокрема, показано, що 

область Ω визначають співвідношеннями:  1= { | ( ) |< 1, }.kx P x kΩ  

На множині 1  у праці [4] введено таку операцію. Для довільних 

 1,x y  позначимо  1 1 2 2= ( , , , , ).x y x y x y
 

Ця операція коректно визначена для всіх  1, ,x y   =x y x y  і 

 ( ) = ( ) ( ).n n nP x y P x P y  

Оператор симетричного зсуву. Визначимо оператор симетричного зсу-

ву  1 1: ( ) ( )y s sP P  для кожного  1y  таким чином:  
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 ( )( ) = ( )y P x P x y . 

Легко бачити, що  ( )y P  – лінійний оператор на просторі 1( ).sP    

Твердження 1. y  – необмежений, якщо  0y , і щільно визначений в 

sH  оператор. 

Доведення. Припустимо, що y  обмежений для деякого  1y ,  0y . 

Тоді y  також обмежений і діє з 
sH  в 

sH . Оскільки  0y , то знайдеться 

n , що ( ) 0nP y  (див. [3]). Тоді для деякого m ,   ( ) = ( ) > 2n n

m

P y y y mP y . 

Нехай 0x Ω, тобто 0| ( ) |< 1, .kP x k  
0xR  – функціонал значення в 

точці 0x , такий, що 
0 0( ) = ( )xR f f x . Згідно з [1],

 
0xR  буде неперервним, 

тобто 
0

.x sR H  Тоді   sf H
 

 
0 0

( ) ( )( ) = ( ) =m m
y x x yR f R f    0( )

m

f x y y y  

і ( )my  – неперервний оператор. Тому     
0 0( ) ( ) = ( )m

y x

m

R R x y y y . Але 

   0( ) > 1.n

m

P x y y y  Тобто     0

m

x y y y Ω – суперечність. Отже, y  

розривний. З іншого боку, y  визначений на щільному підпросторі  .s sP H  

Твердження доведено. 

Знайдемо вигляд оператора y . Нехай  sH , тоді існує  sg H , що 

  ( ) = ,f f g , 


  | |=0
=g d P . 

Звідси 
     ( ), = , ( ) =y n y nP P       , ( ) = , ( ) =n n nP y P y P  



 



       0

| |=0

, ( ) = ( ) , .n n n nd P P y P d P y P  

У загальному випадку для довільного розбиття   1= ( ,..., )n  натураль-

ного числа m  отримаємо: 


  ( ), =y P    
1 1

,( ( ) ) ...P y P    ( ( ) ) =
n n

P y P
 





  
1

= , <...< , <...<1 1

, ( ) ...
i

k r m i i j jk r

P y      
1

( ) ... =
i j jk r

P y P P  

   



   ...
1 1

= , <...< , <...<1 1

( ) ... ( ).
j j i ir kk r m i i j jk r

d P y P y  

Обчислимо:  


 



 
| |=0

( ) = ( ) =y g d P y x


  



 1 1
| |=0

( ( ) ( ))...d P y P x  ( ( ) ( )) =
n n

P y P x  



 

  

  
1

| |=0 =| |, <...< , <...<1 1

( ) ...
i

k r i i j jk r

d P y     
1

( ) ... .
i j jk r

P y P P  

Нехай    1| |= , = ( , ..., )nr , тоді  

 ( ), =y g P  

 

  
1

| |= = , <...< , <...<1 1

( ) ...
i

m k r m i i j jk r

d P y       
1

( ) ... , =
i j jk r

P y P P P  
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 

 

   
1

| |= = , <...< , <...<1 1

( ) ...
i

m k r m i i j jk r

d P y          
11

( ) ... , ... =
i j j nk r

P y P P P P  

     

  

  ... ...11 1... =0
1

( )... ( ).
i i n i ik k

i ik

d P y P y  

Легко бачити, що   y y . Справді, якщо  1 2 1 2 1 2= , =g P P PP P PP , то 

    1 2( ) = ( ) ( ) 1, ( ) = 1y yg P y P y g . 

Оператор диференціювання. Розглянемо відображення 

 ( ) = ,t n nP tP t C , причому  ( )t c c , де = constc . Продовжимо його за 

лінійністю і мультиплікативністю на 1( )sP : 

     
1

( ) = ( ... ) =t t m
P P P      

1
( ) ... ( ) = m

t t m
P P t P ,  

  

 

  
| |= | |=

( ) = ( ).t t

n n

P P  

За кожного фіксованого t , t  діє з 1( )sP  в 1( )sP . 

Розглянемо оцінку 


  ( )( ) =| | ,l
t P t P  

де ( ) =l m  означає, що   1= ( ,..., ).m  

Очевидно, що при | |> 1t  оператор буде необмеженим. Наприклад, 

якщо  1= nP P , 1 =1nP , отримаємо   1( ) =n n
t P t , коли n . 

Якщо | |< 1t , оператор буде обмеженим, а отже, неперервним.  

Розглянемо оператор типу диференціювання: 



  
 

0

( ( ( ))) ( )
= , , 0.lim

t h
h

t

f x f x
f h h

t
ΩD  

Твердження 2.  , , 0h h hΩD  необмежений і щільновизначений опера-

тор, для якого виконується правило Лейбніца 

( ) = ( ) ( )h h hfg f g f gD D D  

для всіх ,f g  з області визначення hD . 

Доведення. Необмеженість та щільновизначеність випливає з тверд-
ження 1, а правило Лейбніца можна перевірити безпосередньо. 

Твердження доведено. 

Зауважимо, що ( ) = ( )h n nP P hD  для всіх n . 

Теорема. Для довільного  , 0h hΩ  оператори hD  та 
hD  задовольня-

ють так зване канонічне комутаційне співвідношення 


   2

=1

= I | ( ) | ,h h h h k

k

P hD D D D  де I  – одиничний оператор. 

Доведення.  


( , ) =hg PD 

   1 1
( , ... ) = ( , ... ) =h hn n

g P P g P PD D      11
=1

( , ... ( ) ... ) =
n

h k k n
k

g P P P PD

      11
=1

( , ... ( ) ... ) =
n

k k n
k

g P P h P P  

  
  

=1 =1

( , ( )) = ( ),
k k

n n

k k
k k

g P P h d P h де      1 1 1= ( ,..., , , ..., ).k
k k n  
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Тому 
   ( ,..., , )1

= ( ).h j jj n
P P P hD   

Таким чином,  

 
 

=1

( ) = ( ( )) =
k

n

h h h k
k

P P P hD D D 
     ( , )

=1 =1

( ) = ( ) ( )
k k

n n

h jjk k
k k j

P h P P h P P hD , 


  ( , )( ) = ( ( )) =h h h j j

j

P P P hD D D  
   2

( , )
=1

( ) ( ) | ( ) |
k

n

j jjk
k j j

P h P P h P P h , 

 
   2( )( ) = | ( ) | .h h h h j

j

P P P hD D D D  

Теорему доведено. 

Зауважимо, що якщо 1 2, 0h h , то 
1 2 2 1

=h h h hD D D D  і    

1 2 2 1
=h h h hD D D D . 

Нагадаємо, що оператор a  гільбертового простору називають оператором 
народження, якщо виконується канонічне комутаційне співвідношення 
  = Ia a aa . При цьому a  називають оператором знищення. 

Наслідок. Для кожного  ,h Ω   0h  оператори 


 2

=1

=

| ( ) |

h
h

kk

a

P h

D
 

та 






 2

=1

=

| ( ) |

h
h

kk

a

P h

D
 є операторами народження та знищення від-

повідно.  

Оператори ha  та 
ha  мають такі властивості: 

1.   
 

1 2 1 2
( ) = ( ) ( ) =h h n h n h na P a P a P  

=
 



 

1 2

2 2
1 2=1 =1

( ) ( )
=

| ( ) | | ( ) |

h n h n

k kk k

P P

P h P h

D D
 

 
 

 

1 2

2 2
1 2=1 =1

( ) ( )
;

| ( ) | | ( ) |

n n

k kk k

P h P h

P h P h

 

2.  
1 2 1 2

( ) = ( ) ( ) =h h n h n h na P a P a P  

=

 

 
 

 

1 2

2 2
1 2=1 =1

( ) ( )

| ( ) | | ( ) |

h n h n

k kk k

P P

P h P h

D D
 

 
 

 

 

1 2

2 2
1 2=1 =1

( ) ( )
;

| ( ) | | ( ) |

n j j n j jj j

k kk k

P PP h P PP h

P h P h

 

3.  ( ) = ( );n
th n na P t a P  

4. 









=1

2

=1

( )
( ) = .

| ( ) |

j
n j jj

th n

kk

t P PP h
a P

P h
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ОПЕРАТОРЫ СИММЕТРИЧЕСКОГО СМЕЩЕНИЯ В ГИЛЬБЕРТОВОМ ПРОСТРАНСТВЕ 
СИММЕТРИЧЕСКИХ АНАЛИТИЧЕСКИХ ФУНКЦИЙ 

 

Исследованы операторы симметрического смещения и дифференцирования в 

гильбертовом пространстве 1( )sH  симметрических аналитических функций на 

1 .  Также построены операторы рождения и уничтожения в 1( )sH  и описаны 

некоторые их свойства. 
 

 
OPERATORS OF SYMMETRIC SHIFT IN HILBERT SPACE OF SYMMETRIC  
ANALYTIC FUNCTIONS 

 

Symmetric shift and differentiation operators in the Hilbert space 1( )sH  of symmetric 

analytic functions on 1  are investigated. Also, creation and annihilation operators in 

1( )sH  are constructed and some of their properties are described. 
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