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ВПЛИВ ТЕРТЯ НА ГІСТЕРЕЗИС ЗА ЦИКЛІЧНОГО НАВАНТАЖЕННЯ 
ПОЗДОВЖНІМ ЗСУВОМ МАСИВУ З МІЖФАЗНОЮ ТРІЩИНОЮ  
 

Побудовано точний розв’язок антиплоскої задачі для неоднорідного бімате-
ріалу з міжфазною тріщиною, що перебуває під нормальним стиском та 
циклічним навантаженням зосередженою силою в поздовжньому напрямку. 
Методом функцій стрибка задачу зведено до сингулярного інтегрального 
рівняння для стрибків зміщень і напружень у зонах проковзування з тер-
тям. Проаналізовано вплив параметрів навантажування і тертя на розміри 
цих зон. Виявлено гістерезисну поведінку стрибків зміщень і напружень у 
цих областях. 
 
 

 Вступ. Контактні явища з урахуванням тертя – одна з найактуальні-

ших проблем у машинобудуванні, гірничій справі [1−5] тощо. Контактуван-
ня берегів тріщин із урахуванням контактної взаємодії вивчено недо-
статньо. Найбільші здобутки у цьому напрямі належать теорії дослідження 
тріщин на межі поділу двох середовищ, яка широко застосовує модель 

локального контакту берегів безпосередньо біля вістря [2, 6−8] для усунен-
ня фізично некоректної осцилювальної особливості. Вплив сил тертя на 
контактні напруження між півплощинами із неглибокими гладкими виїмка-
ми на поверхні вивчено раніше [9, 10]. Тут варто звернути увагу також на 
праці [11–16]. 

Нижче запропонована методика дослідження впливу тертя під час 
циклічного деформування зосередженою силою за типом поздовжнього 
зсуву (антиплоска задача) тіла із стиснутою тріщиною на формування зон 
проковзування та розсіювання енергії.  

 Формулювання задачі. Розглянемо безмежний ізотропний масив, що 

складається з двох півпросторів з пружними сталими , , ( 1,2)k k kE G k  , 

притиснутих до межі поділу нормальними напруженнями 0yy p    . 

Вивчатимемо напружено-деформований стан (НДС) перерізу тіла площи-

ною xOy , перпендикулярною до напряму z  його поздовжнього зсуву. Пер-

пендикулярні до цієї осі плоскі перерізи півпросторів утворюють дві пів-

площини ( 1,2)kS k  , а межі поділу між ними відповідає вісь абсцис ~L x  

(рис. 1).  

Масив циклічно навантаже-
но знакозмінною зосередженою 

силою ( )Q t  у точці 2*z id S  , 

орієнтованою уздовж осі Oz  так, 

що її дія викликає у тілі квазі-
статичний антиплоский НДС. 

Застосування під час розв’я-
зування задачі однакового тра-
диційного позначення для осі z  

та комплексної змінної z x iy   

не повинно викликати непоро-
зумінь. 

 Півпростори уздовж лінії L  
взаємодіють згідно із законами дотикового механічного контакту, під яким 
розумітимемо узагальнений ідеальний механічний контакт, за якого тіла 

 

Рис. 1. Силова й геометрична схеми  
задачі поздовжнього зсуву. 
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контактують механічно ідеально до моменту, коли може початися взаємне 
проковзування їх поверхонь [17, 18].  
 Таким чином, отримуємо задачу для поздовжнього зсуву від дії зусиль 

( )Q t  з додатковим впливом стискувальних нормальних напружень, а також 

сил тертя на межі поділу матеріалів, які на тих поверхнях контакту (лінії 

L  перерізу), де відбувається проковзування матеріалів, досягають свого 
максимально можливого значення і можуть там спричинити тепловиділен-
ня, розсіяння енергії, спрацювання тощо.  
 Таку зону проковзування (тріщину з контактуючими (налягальними) 
берегами) на кожному кроці циклу можна моделювати стрибком компонент 

векторів напружень і переміщень на ( )nL  [19, 20]: 

 L
       f   на  ( ) ( ) ( ) ( )[ ; ]n n n nL L a a    ,   (1) 

де      ( ) ( )
, , ,n yz n

z t w x z t      – вектор стану;      ( ) 3( ) 6( ), , ,n n nx t f f x tf  

– вектор стрибка, причому ( )nx L ; n у круглих дужках – номер кроку 

циклу; t – момент часу, як формальний монотонно зростальний параметр, 
пов’язаний із змінюваністю сили. Тут і далі використано позначення: 

     , 0 , 0
L

x x       ,    , 0 , 0
L

x x       ; індекси "+" та "–" від-

повідають граничним значенням функцій на верхньому і нижньому краях 

лінії L . 
 З урахуванням закону Гука вираз (1) дає: 

 

 
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 



  

 

       

                    

 

   3( ) 6( ), , 0n nf x t f x t  , якщо ( )nx L .        (2) 

 Умови дотикового тертьового контакту в стиснутій тріщині передба-

чають, що з досягненням дотичними напруженнями ( )yz n  на ділянці ( )nL  

певного критичного значення max
yz  починається проковзування, причому 

цей поріг дотичні напруження не можуть перевищити. Обмежуючись при 
цьому класичним законом тертя Амонтона [1, 4, 5], розглянемо варіант кон-

тактної задачі, який стверджує, що у всіх точках ділянки ( )nL  дотичні на-

пруження (зусилля тертя) 

 max max
( ) ( )sgn([ ] ) , , 0, 0yz n n yz yz yy yyw w w             ,     (3) 

де   – коефіцієнт тертя ковзання. Поза ділянкою ( )nL  дотичні напруження 

у місці відсутності проковзування не перевищують максимально допустимі 

 max
( ) , 0, 0yz n yz yy p w w                  (4) 

і взаємного переміщення берегів (стрибка зміщень) немає. Знак (напрям дії) 
дотичних напружень вибираємо залежно від знака різниці переміщень 

 ( )n
w  на ( )nL  у розглядуваній точці.  

 З допомогою закону тертя у класичному вигляді (3) вдається спростити 
крайові умови для основної задачі, однак вибір складніших моделей тертя 
[3, 5, 7], у тому числі з урахуванням спрацювання, не ускладнить принци-
пово процесу розв’язування. 
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 Розв’язування задачі. Перший крок. Використовуючи методики п. 20.2 
[19], можна отримати залежності, згідно з якими компоненти тензора 

напружень і похідні вектора переміщень на лінії L  необмеженої площини 

S , а також всередині неї такі: 

       

       

 
 

         

0
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0 0
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, , , , ,

, , , , ,

,1 1
, , , , ,

, , , , ,

n

yz k yz

xz k xz

r n

r n k k

L

yz xz yz xz k

x t p f x t Cg x t x t

x t Cf x t p g x t x t

f x t dx
g z t p G p C G G p p

x z G G

z t i z t z t i z t ip g z t C

 

 



    

    

   
  

        



 

 
6(1) , ,

; 3,6; 1,2; 3 .k

g z t

z S r k j k    

(5) 

 Верхній індекс “+” стосується значення 2k  ; “–“ – 1k  . Величини з 

індексом “0” зверху характеризують відповідні у суцільному тілі без 
модельних неоднорідностей (тріщин) за певного зовнішнього навантаження 
(однорідний розв’язок): 

          

 
 

       

0 0, , , , ,

( )
, , , (2 ) , ( 1) , , , 1,2 .

2

yz xz k j

k

z t i z t i M z t p p M z t

Q t
M z t M z t k M z t k M z t z S k

z z







     

       
 

(6) 

 Використовуючи (5), (6) та умову (3) наявності сили тертя на деяких 

ділянках ( )nL  тріщин за взаємного зсуву берегів у напрямі осі z , отримає-

мо з умов (2) систему сингулярних інтегральних рівнянь (СІР) 

 

      
3(1)

0 max
6(1) 6(1) (1) (1)

, 0,

1
, , , 2 sgn[ ] ,

2 yz yz

f x t

g x t F x t x t w
C




    

      (7) 

розв’язком якої з огляду на геометричну і силову симетрію задачі і припу-

щення про єдину ділянку проковзування (1) (1) (1)[ ; ]L a a    є: 

 

 
 

2 2
* (1)max

6(1) (1) 1
2 2

*
(1)

2 2
1 (1)max

(1) (1)2 22 2
(1)

1
, sgn[ ] ( ) Im

( )
, [ ; ] .

yz

yz

z a
f x t w x p Q t

x zC a x

p Q t a dx
x a a

x dC a x

  
     

    

 
     
    

     (8) 

Тут  

     
 

0 0
(1) (1) 1 2 2 1

0
(1) 1

, , (3 ) ( , ) ( ) ( , ) ,

, 4 Im ( , ),

yz xz

yz

x t i x t i p p M x t p p M x t

x t p M x t

      

  
     (9) 

а під функцією 
2 2z a  розуміють таку її вітку, що коли z  , задо-

вольняється умова 2 2 1z a z  .  

 З (8), враховуючи, що зі зростанням навантаження (1)sgn[ ] 1w   , інте-

груванням можна отримати вираз для стрибка переміщень  (1)w : 

   

 

(1)

max 2 2
6(1) (1) (1)(1)

2 2 2 2
(1) (1)1 1

(1) *
2 2 2 2
(1) (1)

max 2 2
(1) (1)

1
( , ) , sgn[ ]

( ) ( )
Im ( , , ) ln

2

1
, ,

x

yz

a

yz

w x t f x t dx w a x
C

a d a xp Q t p Q t
I x a z

C C a d a x

a x x a
C



     

  
  

    

   



         (10) 
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де 2 2

2 2 2 2 2 2 2

( )
( , , ) ln

( )

x

a

a z xdx
I x a z z a i

a x x z a xz i a x z a


  

     
 . (11) 

 Якщо ввести в розгляд узагальнені коефіцієнти інтенсивності напру-
жень (КІН) виразом 

 31 32
0( 0)
lim yz xz

r
K iK r i

 
      ,       (12) 

то нескладно отримати аналітичний вираз для КІН для тріщини 

(1) (1) (1)[ ; ]L a a    із зоною проковзування: 

  
(1)

(1)

(1) 0 max
32 31(1) (1) (1)

(1)(1)

(1) *max
(1) (1) 1

2 2
(1) * (1)

(1)max 1
(1)

2 2
(1)

1
( ) 0, ( ) , 2 sgn[ ]

1
sgn[ ] ( ) Im

( )
. (13)

a

yz yz

a

yz

yz

a x
K t K t x t w dx

a xa

a z
a w p Q t

a z a

a p Q t
a

a d




     



  
     

   

    
 



 

 Звернемося до питання про розмір зони проковзування (1)a . Можливі 

два варіанти: штучно обмежити можливі (допустимі) її розміри або дозво-
лити проковзуванню вільно відбуватися вздовж усієї лінії контакту пів-
площин, щойно напруження досягне там критичних значень. Для апріорі 
заданого розміру тріщини у разі достатньо великих зусиль розмір тріщини 
обмежуватиме зону проковзування і тоді на краях тріщини виникатимуть 
сингулярні напруження, а відтак, існуватимуть ненульові КІН. За відсут-
ності обмеження для визначення розміру межі зони проковзування цілком 
можливо використати умову рівності нулю КІН [6] і з виразу (13) отримати 
умову можливості проковзування та розмір зони проковзування: 

max

*
(1)

1

( )
yzd

Q t Q
p

 
  ,  

2 2 2
21

1 2 max2 *2
(1)

( ) ( )
( ) 1

yz

p Q t Q t
a t d d

Q
   

 
.  (14) 

Тут і далі *
( )nQ  – критичне значення сили початку проковзування на кроці 

n , що досягається у певний момент часу  * *
( ) ( ) ( )n n nt t t , де ( )nt  – момент 

завершення кроку циклу. При цьому, якщо визначені з цієї умови межі 
зони проковзування перевищуватимуть попередньо окреслені допустимі 
межі, то слід брати до уваги останні.  
 Маючи аналітичний розв’язок для всіх параметрів НДС і, зокрема, для 

КІН, можна легко визначати межі зони та роботу сил тертя на ділянці (1)L  

порушення контакту також і для довільного навантаження. Цю роботу, а 

отже, і енергію, розсіяну на (1)L  за початковий крок зміни зовнішнього на-

вантаження від нуля до максимального (остаточного на цьому кроці) зна-
чення, обчислюємо за допомогою інтеграла 

 
(1)

(1)

2 max2 max
(1)max 2 2

(1) 1 (1)(1)
( ) [ ] ( ) .

2

a

yz yzd
yz

a

a
W t w dx p Q t a d d

C C


  
         (15) 

 За однакових матеріалів півпросторів ( 1 2G G G  ) у формулах для 

розглянутих випадків навантаження треба вважати / 2C G , 1 2 1/ 2p p  .  

 За гладкого контакту між півпросторами (нульовий коефіцієнт тертя) у 

згаданих формулах треба покласти 
max 0yz  , пам’ятаючи, що розмір зони 
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проковзування повинен бути апріорі обмежений заданим розміром тріщини, 
бо інакше зона проковзування буде необмежено великою. 
 Якщо вважати, що проковзування з тертям відбувається без поперед-
нього обмеження розміру зони проковзування, то, підставляючи формули 
(14) у формулу (15), отримаємо максимальні значення розсіяння енергії: 

   
2

2max *1
(1) 1 (1)

1
( ) ( ) ( )

2 2
d

yz

p
W t p Q t d Q t Q

C C
       

 
.   (16) 

 Перший (початковий) крок завершується в момент часу (1)t  за досяг-

нення діючою силою деякого максимального на кроці значення 
*

(1) (1) (1) (1)( ) ( 1)Q t Q    . 

 Загальна схема розв’язування задачі. Наступні кроки. Отримані на 

першому (початковому) кроці в момент його завершення (1)t  значення НДС 

масиву на другому кроці матимуть зміст залишкових. Тому, вважаючи, що 
на кожному наступному кроці знак прикладеної сили змінюється на 
протилежний, а відносне її значення монотонно зростає від 0 до максималь-
ного за модулем, застосуємо для розв’язку таку методику.  

Вважаємо, що формулювання задачі на другому кроці відрізняється 
від такого на попередньому лише наявністю вже заданого стрибка перемі-
щень та напружень, спричинених попереднім кроком. Тоді подання поля 
напружень має вигляд 

         

       

0
(1) (1) (1) (1) (2)

0
(2) 3(2) 6(2)

, , , , ,

, , , , ; 1,2; 3 .

yz xz yz xz yz

xz k k

z t i z t z t i z t z t

i z t ip g z t Cg z t z S k j k

         

       

 (17) 

 Напруження та переміщення повинні задовольняти крайові умови (3) 

на (2)L  з урахуванням напряму навантаження. Тоді з урахуванням (17) 

можна сформулювати локальну задачу для другого кроку 

        

      

(2) (2)

(1) (1) (1) (1)

, , , ,

, , , ; 1,2; 3

yz xz yz xz

yz xz k

z t i z t z t i z t

z t i z t z S k j k

       

       
 

з крайовими умовами 

   max
(2) (2) (1) (1), sgn([ ] ) , ,yz yz yzx t w x t            (18) 

яка, як і для попереднього кроку, породжує СІР 

     

    

3(2) 6(2) 6(2)

0 max
(2) (2) (1)

, 0, , ,

1
, 2 sgn[ ] sgn[ ]

2 yz yz

f x t g x t F x t

x t w w
C

  

    
   (19) 

для визначення локальних (щодо досягнутого у момент часу (1)t  НДС) 

стрибків переміщень та напружень від локального (для цього кроку) наван-
таження: 

(2) (1) (1) (1)( ) ( ) ( ), ( )Q t Q t Q t t t   .      (20) 

 Отриманий аналогічно до першого кроку розв’язок (19) з урахуванням 

того, що зі зміною знака навантаження, тобто (2)( ) 0Q t  , маємо (2)sgn[ ] 1w   і 

основні чинники задачі мають вигляд 

 
 

 
2 2

1 (2) (2)max
6(2) (2) (2)2 22 2

(2)

( )
, 2 , [ ; ]yz

p Q t a dx
f x t x a a

x dC a x

 
     
    

;  (21) 
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   

 
(2)

2 2 2 2
(2) (2)1 (2)

6(2)(2) 2 2 2 2
(2) (2)

max 2 2
(2) (2)

( )
( , ) , ln

2

2
, ;

x

a

yz

a d a xp Q t
w x t f x t dx

C a d a x

a x x a
C



  
  

   

   


  (22) 

(2) 1 (2)max
32 31(2) (2)

2 2
(2)

( )
( ) 0, ( ) 2 yz

a p Q t
K t K t a

a d
    

 
.    (23) 

З виразу (23) отримуємо розмір нової зони проковзування та умову, коли 
проковзування починається знову: 

2 2
1 (2) 2

2 2 max2

( )
( )

4 yz

p Q t
a t d 

 
, 

max

* *
(2) (1)

1

2
( ) 2

yzd
Q t Q Q

p

 
   .    (24) 

 Розсіяння енергії на другому кроці 

 
(2)

(2)

2 max2 max
(2)max 2 2

(2) 1 (2) (2)(2)
( ) [ ] ( )

2

a

yz yzd
yz

a

a
W t w dx p Q t a d d

C C


  
       .  (25) 

 Міркуючи так само, можна отримати локальний розв’язок для кожного 
наступного кроку циклу навантаження. 
 Цікаво, що згідно з (24) критичне навантаження другого кроку (розван-
таження) удвічі більше, ніж першого (навантаження), а на всіх подальших 

кроках воно вже є таким самим: * *
( ) (1)2 ( 2)nQ Q n  . 

 Підсумкові значення і стрибка переміщень, і розсіяної енергії після  
n-го кроку визначаємо як суперпозицію 

       ( ) ( 1) ( )( ) ( 1)
1

( , ) ( , ) ( , ), ;
N

n n nn n
n

w x t w x t w x t x a t t


    ;  (26) 

 ( ) ( ) ( 1) ( )
1

( ) ( ) ( ),
N

d d d
n n n n

n

W t W t W t t t


   .    (27) 

Числовий аналіз. На рис. 2 побудована залежність розміру зони про-

ковзування ( )na d  на n-му кроці від інтенсивності прикладеної сили 

*
( ) ( ) (1)( ) /n nQ t Q  . 

 

  
Рис. 2. Залежність розміру зони 
проковзування від параметрів 

навантаження упродовж циклу. 

Рис. 3. Гістерезисні залежності  
стрибка переміщень у повному  

циклі навантаження. 
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 Зауважимо, що при ( ) 1n   проковзування відсутнє завжди, а при 

( )1 2n    відбудеться лише на першому (початковому) кроці. Зона про-

ковзування монотонно зростає синхронно зі збільшенням навантаження. 
 Рис. 3 ілюструє гістерезисну поведінку сумарного стрибка переміщень 

  *
1 (1)( , )C w x t p Q  у різних точках /x d  зони проковзування залежно від 

інтенсивності навантаження у циклі * * * *
(1) (1) (1) (1)4 4 4 4 ...Q Q Q Q      . 

Тут добре помітно, що така поведінка притаманна стрибку переміщень не 
лише в центрі зони проковзування, а й у всіх інших її точках.  

Висновки. Отримано точний розв’язок антиплоскої задачі для бімате-

ріалу з міжфазною тріщиною з контактуючими берегами, де може відбува-
тися проковзування з тертям. Цей розв’язок дає можливість отримати явні 
вирази для переміщень, КІН та дисипації енергії. Для врахування цикліч-
ності навантаження запропонована багатокрокова методика розв’язування, 
в основі якої лежить ідея про врахування на кожному кроці навантажу-
вання НДС від попереднього кроку як залишкового. Вивчено залежність 
розміру зони контакту на різних стадіях навантаження від його параметрів. 
Досліджено критичні значення навантаження для визначення моменту по-
яви проковзування.  

Числово проаналізовано вплив тертя на зміну розміру зони проковзу-
вання, обчислено дисипацію енергії для розглянутого випадку навантажу-
вання. Досліджено, що дисипація енергії стає інтенсивнішою з наближенням 
точки прикладання сили до межі поділу матеріалів. 
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ВЛИЯНИЕ ТРЕНИЯ НА ГИСТЕРЕЗИС ПРИ ЦИКЛИЧЕСКОМ НАГРУЖЕНИИ ПРОДОЛЬНЫМ 
СДВИГОМ МАССИВА С МЕЖФАЗНОЙ ТРЕЩИНОЙ 

 
Построено точное решение антиплоской задачи для неоднородного биматериала с 
трещиной на границе раздела, подверженного нормальной нагрузке и цикличес-
кому нагружению сосредоточенной силой в продольном направлении. Методом 
функций скачка задача сведена к решению сингулярного интегрального уравнения 
для скачков смещений и напряжений в зонах проскальзывания с трением. Про-
анализировано влияние параметров нагружения и трения на размеры этих зон. 
Отмечено гистерезисное поведение скачков напряжений и перемещений в этих 
областях. 
 
. 
INFLUENCE OF FRICTION ON HYSTERESIS UNDER CYCLING LOADING OF SOLID WITH 
INTERFACE CRACK BY THE LONGITUDINAL SHEAR 

 
We construct the exact solution of the anti-plane problem for an inhomogeneous 
bimaterial with the interface crack exposed to the normal load and cyclic loading by a 
concentrated force in the longitudinal direction. Using jump function method the 
problem is reduced to the solution of singular integral equations for the jumps of 
displacements and stresses in areas with sliding friction. We analyze the effect of 
friction and loading parameters on the size of these zones. Hysteretic behavior of the 
jumps of stresses and displacements in these areas is observed. 
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